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为 了 配合 理工 笠 大 学 生 和 研究 生 分 析 力 学 谋 程 的 教学 需 
要 ， 我 们 编写 了 这 本 《分 析 力 学 范例 与 习题 》。 本 书 各 章 与 梅 
凤翔 、 刘 桂林 编著 的 《分 析 力 学 基础 江西 安 交 通 大 学 出 版 社 ， 
1987 年 ) 相 一 致 。 每 章 都 分 成 基本 理论 与 公式 ， 范 P| 和 习题 
等 三 部 分 。 通 过 “基本 理论 与 公式 "可 以 回忆 和 掌握 分 析 力 学 
的 主要 内 容 ， 通 过 “范例 ”可 以 了 解 分 析 力 学 解 题 的 思路 、 方 
法 和 技巧 ， 通 过 “习题 "的 演算 可 以 加 强 和 提高 独立 解 题 的 能 
力 。 本 书 收 入 153 个 范例 和 600 个 习题 。 

本 书 由 北京 工业 学 院 分 析 力 学 教研 室 刘 桂林 (第 二 ,四 、 
六 、 八 章 )、 衰 土 杰 (第 三 、 四 章 )、 吕 芹 勤 (第 一、 二 章 )、 
ERACE, t, A)R., APEN ERA -BE 
A, X| Ë 59 R| 2⁄3 E. 

限于 编者 水 平 ， 书 中 难免 有 蕊 潮 之 处 ， 希 望 厂 大 谈 者 批 
FEE, 


编者 
1987 年 8 月 
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第 一 前 ”分析 力 学 的 基本 概念 


一 、 基 本 理论 与 公式 


1. 约束 、 约 束 的 分 类 


(1) 约束 一 加 在 系统 质点 几何 位 置 和 运动 速度 上 的 了 
制 条 件 。 

用 数学 方法 描述 约束 特性 的 表达 式 称 为 约束 方程 

(2) 约束 的 分 类 

1 草 面 约束 与 双 面 约束 

单 面 约束 ( 非 国 执 约 东 ) 一 一 用 不 等 号 表示 的 约束 方程 

双 面 约束 (固执 约束 ) 一 一 用 等 号 表示 的 约束 方程 。 

2* 完 整 约束 与 非 完 整 约束 

完整 约束 一 一 约束 方程 中 含有 质点 的 坐标 (zt Yi Z,) 
MEE, WMI, Yis Zi t)=0, 

非 完 整 约束 一 一 约束 方程 中 除 含有 质点 有 的 坐标 X;，y1， 
2+ 和 时 间 t 外 ， 还 含有 坐标 对 时 间 + 的 S 22 +. Üi, Zi, WH 
foxi, Yi, Zi» Ži, Ji, Zé 1D)=0, 

半 完 整 约 东 一 一 约束 方程 在 形式 上 与 非 完 整 ARAI HJ, 
但 通过 积分 可 以 变 成 完整 约束 的 形式 ， 如 

A(x, y, a)i tB, y, z)ġ+ Clx, y, 2)2=0 | 

(1—1) 
可 积 的 充分 必 芭 条 件 是 


— 一 


-Ea E-e GE) 


oz Oy Oy ðx 
一 0 (1—2) 
-充分 条 件 是 


oB ƏC ƏC oA ðA ƏB | (1-3) 


02 dy’ OX 0z2’ dy ðX 


3 "定常 约束 与 非 定常 约 东 
定常 约束 (稳定 约束 ) 一 一 约束 方程 中 不 显 含 时 间 t. 
非 定常 约束 (不 稳定 约束 ) 一 一 约束 方程 中 显 含 时 间 t. 
4" 非 完整 约束 中 有 一 阶 和 高 阶 之 分 。 

F Xi 


(1) 广义 坐标 一 一 确定 质点 系统 位 置 的 独立 变量 。 通 常 
Elgi, “°°. nÆ. 质点 的 直角 坐标 Xi， Yis z , EIA 


Xi= Xi(qg1, d2， e., Tn. t) 


M i= y (qi, Qs, "°°, (n; t) 
(i=1, 2, =, N) (1-4) 


2,=2,(qi, qx, `, dns t) 
(2) 广义 速度 一 一 广义 坐标 对 时 间 t 的 导数 9， z ss” 


n. 
rı — EAM, HRI 
V ,——BJ 1 M , BJ wš Fe 
V1 Dt or 
s 0 & 


~ 


—= N OX í LOXs 
w 4 FSU T 
| n 
g= N Oia Los 1 一 5 
ká ) 3 十 T (1-5) 
n 
| 
— OZ; O21 
E y Stat ot 


《3) 广义 加 速度 一 广义 坐标 对 时 间 的 二 次 导数 
Qi, qo, Ano 


质点 的 加 速度 
— — dr; - Or! 
a;= V, 4 ð u? Y 3q.Əq. 
- 2 d r 
hade t2 Dd PTa 
38=1 
— — Ç EF aÇ Ò Xi 
Oe -— Oqa rth 2, 0dr0gds 
` OX, O °X, 
~ ntt), ðq ðt st 3t? 
— QY i Ç | d Yi 
amiT -7,99 P+ 2 Òq dgs 


AA UED) > jg 


O22, 
x q, L t Sa DO， i i to 
(i=1, 2, =, N) (1-6) 
(4) 约束 方程 在 广义 坐标 和 广义 速度 下 的 表达 式 
1" 非 完整 约束 
Palgi, qa, t, Qa, Ga, a, =, Ên, 1)=0 
(B=1, 2, =, g) x (1-7) 
2 "线性 非 完 整 约束 
Y Anit (1-8) 


式 中 oo， A, qi, °°, qa IIB A R. 


5 . 虚 位 移 、 自 由 度 


(1) 虚 位 移 一 一 质点 系 在 该 位 置 为 约束 所 容许 的 假想 的 
无 限 小 位 移 。 以 bz，0vrr，0z 表 示 系 中 SHE, 

(2) 在 完整 定常 约 东 下 ， 实 位 移 是 虚 位 移 中 的 一 个 在 
非 定 常 约束 下 ， 实 位 移 不 一 定 是 虑 位 移 中 的 一 个 。 

MaG AS Ski AQ Yi, 2 í, 1)=0 
(i=1, 2, =, N; a=1, 2, = a. 


SE) 


OX Oy, O 
实 位 移 加 在 完整 非 定常 PESACH Yis Z4, 1)=0 


. Å ° 


` o 


(11, 2, <+, N; aa=1，2，…，1) 上 的 条 件 为 


Y (Esan, + oedy, +Esaz, ) 


OF 
~ dt=0 
ot 


十 


在 约束 起 :常情 况 下 ， -一 0， 实 位 移 是 虚 位 移 中 的 一 


(3) 线性 非 完整 约束 加 在 蕊 位 移 上 的 条 件 


Y 4ss69s=0 (1-9) 


(4) 自由 度 一 一 系统 广义 坐标 的 独立 变 分 数目 。 

对 于 有 元 整 系统 ， 目 由 度数 目 等 于 独立 坐标 的 数目 。 

对 于 非 完整 系统 ， 自由 度数 目 等 于 独立 坐标 的 数目 减 去 
非 完整 约 来 方程 的 数目 。 


#4. 约束 反 力 、 理 想 约 束 


(1) 约束 反 力 一 一 约束 作用 于 系统 质点 上 的 力 。 
(2) 理想 约束 一 一 约束 反 力 在 系统 质点 虚 位 移 上 作 的 虚 
功 之 和 等 于 零 ， 称 为 理想 约束 ， 其 数学 表达 式 为 


Y R, ° ór, =0 I (1-10) 


N | l . 
Y (Ri ðs, Ri ðn, +R,,6, ,)=0 (1-11) 
=] | 


ER R, 2 EB E 356 I A M , EJ . 


二 、 范 H 


x " 

例 1-1 一 单 摆 册 质量 为 四 ， 长 为 ! 的 轻 杆 组 成 BEA 
以 y=u(#) 运 动 (如 图 171)。 试 
列 写 问 题 的 约束 方程 ， 并 说 明 
约束 是 完整 的 还 是 非 完整 的 ， 
是 定 第 的 还 是 非 定常 的 ， 是 双 
面 的 还 是 单 面 的 ? 

[ 解 ] 设 捍 的 坐标 为 (Xx,,， 
ym)， 则 约束 方程 为 am 

x234 (ym—u(t))?=1? 


i XA yñ— 2yan(1)=12—u2 (t) 


J 束 是 完整 的 、 非 定常 的 、 双 面 的 。 日 JE = k W 
1 试 证 明 约 束 zsin0 一 ycos9 二 0 是 非 完整 的 。 
[R] 令 6 二 z， 对 比 (1-1) 式 知 


A=sinz, B= -—cosz, C=0 


求 偏 导数 ， 得 y yy 
= -Jz ~ C087, Oy 
oB .: 
oB < 一 一 Sinz 
dx ° ? Jz 
OC y OC 一 。 
Ox y 
Ma 0 ðA ðB 
oC _DA\ ce (94 
ðB _ oC + u (元 T 
Aí 97) tB Qz öz 
ó 


一 Sin ?z ++cos2z=1 

W REEE x 

例 1-5 WEAR alty tz) 十 2(X2 十 yy 十 2Z) 二 0 
不 满足 条 件 (1-3)， 但 却 是 可 积 的 ， 

[ 解 ] 原 式 =(%x? 十 y? 十 2? 十 2x)% 十 2yy 十 22z¢ 二 0 
对 比 (1-1) 式 ， 知 

A=x? +y’? +2? 4+2x%, B=2y, C=22 

求 偏 导数 ， 有 


04 ~ ðA 

Oy 一 “y， 3z 7 

0B ~， 2B 

Ox  ? ðz 

òC -òC 

ds T ' Jy T 

pE 

ðA. OB ðA., ðC 

dy dx’ dz “ox 


MRR ERHEO-3). LRE, RATKA 
(x?°+ y2--z2?2)dx+d(x2--y2+z2)=0 


x 
d(x?2+ y2+z2) ~ 

dx 十 X 填 》 十 2 O gg 

积分 得 


e*(x2-+ y2°+z2)=C 
其 中 C 为 积分 常数 。…” 
例 1-4 试用 旋转 抛物 面 坐标 5,，”, 9 :， x 一 上 1coS9， 
y 二 567sinp，z 二 (8? 一 0*)/2 及 其 对 时 间 的 导数 表示 点 的 束 
Ei, d, zW 加 速度 x y, z. 


[ 解 ] ihx=¿n0coso@, y=ënsng, z=(¿*—02)/23] 
时 间 t 求 导数 一 次 ， 得 速度 分 量 
l ¿= Êncosp + é N cosp — £nosin p 
y= n sinp +ë 7sing + ENP cosp 
EE 一 7 x 
再 由 速度 分 量 对 时 间 # 求 导 一 次 ， 得 加 速度 分 量 
x = ¿ncosg + ë 9cosp 一 上 9 psing —26 1 psing 
x — En p:cosp--2 £ 人 cos0 一 298 psing 
y= Ensing + £ Tsinp +£ pcosp+2 En peosp 
— no *sin P + 2 Š T7sin@-+ 20 Š pcoso 
k z= ë+ nnn 


. ji 一 长 为 ! 的 杆 
 FAWERBAR KAS 
BIEBER Ej63, WANS 

ITTRA, BE 
”方程 ， 并 指出 系统 的 自由 
”上 度数 目 。 

[ 解 ] 设 杆 46 Wi 356 

举 标 为 (XA4，YyA)，(2B， 

ya) 

À 约束 方程 有 三 个 | 
X3 十 34 一 下 


一 


例 1-5 图 


(xa— 8B) +y yp) El 
虚 位 移 方程 为 
Xaxam Yaya mO 
XpOXpT YO Ya=0 
(Xa— Xp) GXs— Xlr) + ya Ya) 
(ó6ya—óys)=0 
自由 度数 目 王 2X 2 一 3 一 1 。 
例 1-6 一 质点 沿 平 面 Xoy 运 动 ， 运 动 轨迹 的 R s Ei 
间 ;成 正比 ， 比 例 系 数 为 !。 试 列 写 质点 运动 的 约 东 方程 ， 并 
说 明 实 位 移 处 于 上 噶 位 移 之 中 ， | 
[ 解 ] 质点 的 约束 方程 u 
y 二 1 或 dy=tdx (I) 
EENEN 
ó y= idx 
由 方程 (1 )、(2) 可 元， 实 
位 移 处 于 虚 位 移 之 中 。 
-Bi -一 人 体 模 型 
由 十 个 刚体 组 成 k, 
Y, WRC., FHK, 
小 腿 )。 设 各 个 部 位 在 饥 
FEAS HAWS 
AWL, W., ARENIE 
持 为 常 值 1。 设 各 部 位 长 
1,， 今 用 水 平 圈定 方向 $ 
位 矢量 《与 第 i 个 刚体 法 x | 
线 方 向 e, tE fp 1 (i 二 1，2,，…,10) 确 定 系 统 的 位 置 . 
试 写 出 约束 方程 并 说 明 系 统 的 自由 度数 目 ( 这 是 一 个 典型 的 


s 9 ° 


例 ' 一 多 


一 般 链 式 系统 的 例子 )， 

[ 解 ] 两 只 腿 不 离开 地 面 ， 可 视 作 乌 链 。 人 体 模 型 由 十 
个 刚体 组 成 ， 需 用 十 个 坐标 (一 1，2，…，10) 确 定 其 位 
置 。 但 91,， 9 。,， sa， 94 闻 存在 两 个 约束 方程 

l cosp, + l,cosp , +l,cosgo, +I ,coso ,=1 
l sinop, +1,sinp ,—l, singo, — sinp, =0 
帮 系 统 目 由 度数 目 =10 一 2=8。 

例 1-8 约束 反 力 不 作 功 的 约束 是 理想 约束 这 名 话 是 否 
确切 ?为 什么 ? 

[E] 这 名 话 不 确切 。 因 为 没有 明确 指出 约束 反 力 在 何 
种 位 移 上 不 作 功 。 理 想 约 束 是 指 约 束 反 力 在 系统 的 点 的 典 位 
移 上 作 的 虚 功 之 和 等 于 零 。 只 要 约束 反 力 在 虚 位 移 上 不 作 动 
或 作 的 虚 功 之 和 等 于 零 ， 这 样 的 约束 才 称 为 理想 约束 。 例 如 
质点 M 在 光滑 曲面 上 运动 [图 1-8(c)D)] 。 


例 1-8 图 


1 .曲面 是 固定 的 .约束 反 力 且 沿 曲 面 在 该 点 的 法 线 方向 ， 
与 质点 放 的 虚 位 移 67r 相 生 直 ( 即 R16r)， 因此 ,约束 反 力 R 
在 虚 位 移 6r 上 作 功 为 零 ， 

2 .曲面 是 运动 的 (或 变形 的 )。 约束 反 力 民 沿 曲面 S ,在 该 

. 10 ° 


点 的 法 线 方向 ， 与 质点 1 的 虚 位 移 6r 仍 相 垂 直 ( 即 及 Cr)， 
但 不 与 实 位 移 dyr 相 垂直 。 因 此 , 约束 反 力 及 在 虚 位 移 6r 上 作 
功 为 零 ， 而 在 实 位 移 dr 上 作 功 不 为 零 ， 

由 此 例 可 以 看 出 ， 只 要 约束 反 力 在 虚 位 移 上 作 荔 为 零 ， 
虽然 它 在 实 位 移 作 功 不 为 零 ， 但 仍 属于 理想 约束 ， 


=J # 


1-1 -一 柔软 不 可 伸 长 的 线 ， 一 端 固 定 ， 田 一 端 栓 一 小 
球 ， 小 球 所 受 约束 是 单 面 的 还 是 双 面 的 ? 试 写 出 约束 方程 。 
和 党; AMAR. 
约束 方程 为 
x` +y +z: 
1-2 一 半径 为 r 的 圆 盘 在 铅 垂 平面 内 沿 直 线 作 纯 滚动 ， 
这 约束 是 完整 的 还 是 非 完 整 的 ? 试 写 出 约束 方程 。 
E: 完整 约束 。 约 来 方程 为 x。==r0. | 
1-3 质量 为 m1 ，m。 的 两 物体 用 长 为 I 的 不 可 伸 长 的 轻 


Ba ~! 图 | 题 1-2 图 


JH) 
损 联 结 ， 绳 子 跨 过 半径 为 r 的 定 滑轮 。 假 设 绳子 与 滑 RZ 
KERZ. WP, Xi, HARER., A h Zç Bb #E E BÍ pJ je 


动 时 的 约束 方程 。 
fi Yi 二 一? x =l—rm—m, 
yo = r Xa=l— xi rT, 


1-4 一 二 村 以 常 角 速度 @ 绕 铅 垂 轴 转 动 ， 杆 与 铅 垂 线 来 
角 9 为 党 从。 杆 上 有 一 小 环 ， 小 环 可 沿 杆 消 动 。 取 小 环 相 对 
杆 与 馈 垂 线 交 点 CO 的 距离 "为 坐标 。 试 将 环 的 直角 坐标 用 了 表 
示 之 。 写 出 直角 坐 标 中 的 约束 方程 。 | 
Æ, x=rsmacosot, y=rsmasinot 
z=rcosa 
约束 方程 为 


y=xtgot, y= ztgasinot 


Ka 1-3] 


1-5 试 列 写 图 示 系统 的 约束 方程 
和 党， 设 两 质感 坐标 为 (X1，y1),《%。，》2)， 约 


4 {2 » 


束 方程 为 (YXs 一 XI1) 十 (72 一 yl) 一 1 
(x, —rcos@1)2+(y,—rsinoz1)?2=12, 
1-6 试 判断 下 列 微分 约束 是 完整 的 还 是 非 完整 的 ?如 果 
完整 的 ， 写 出 其 有 限 形式 ， 
(1) x¿+(y° 一 一 0 二 (2 一 y y) = 0 
(2) #—zz=0 


titt ği tý . 
(3) XiX: Yı™ Y2 
(4) (xr y +z) ya 19 aap at sya= 0 
(5) e“+¿+e!"g+e*;=0 


1-7 试 证 明 ， 如 果 运 动 初始 条 件 Xx。，yo。，zo， 满 足 
20 二 (X83 一 y)/2， 则 微分 约束 %j 一 yy 一 z = 0 与 完整 约束 
2z 二 XxX? 一 y?* 是 等 价 的 。 x 

1-8 平面 上 有 两 质点 m1 和 和 m;， 系 统 运 动 时 m1 对 ms 进 
iB EZ, m 的 速度 始终 对 准 ma。 试 写 出 约束 方程 。 
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题 1-5 图 x 是 1-8 图 


1-9 “用 球 坐标 r，9，6( 如 图 示 ) 及 其 导数 才 示 自由 质 
AWER, $, 2, RIER, J, Z. 


:和 “13 r? 


—.. rr —— 


1-10 一 系统 由 三 个 质点 组 成 ， 用 不 计 质 量 的 长 站 ， 
2，13 的 细 杜 顺 次 联结 。 试 用 90; ，0。，0s 及 其 导数 志 示 1， 


Yi, £, jo, t3, VEY 


t, y,y 


m 1-1 x 题 1-10 锅 x 


1-11 试用 抛物 线 柱 坐 标 5，7，6(6 > 0), x = (62 — 
72)/2，y 二 E797，2z 二 6 及 其 对 时 间 的 导数 表示 点 的 速度 jz ,9， 
z 及 点 的 加 速度 x* y, z. 

1-12 WEMBE ó, 7”,，z，*x 二 achécos”? ,y= 
ashésinn?，z 二 z 及 其 对 时 间 的 导数 表示 点 的 如 度 z，，z。 


、 — — ash 
1-13 试用 双 极 坐标 5 ，”，2， er 3 


9 一 hEccsn ，2 一 2 及 其 对 时 间 的 导数 表示 点 的 加 速度 
#, 3, z. | E 

1-14 ”质点 1 和 2 由 长 度 为 ! 的 刚 杆 相连 结 。 系 统 的 位 形 
af O HHA, Yit, ys ) 或 由 广义 坐标 (XX， y, 0) 
给 定 ， 试 写 出 用 广义 坐标 表示 直角 坐标 的 变换 式 。 其 次 ， 雁 
定义 第 四 个 广义 坐标 为 q, = 二!， 试 计算 雅 可 比 行列 式 


A(X1, Xi, >, Ya) > ' Ae 、 
Ilx, y, 8, q. ' JER ih DI E f bae RI XE 


Z, x,=x— L cos0, y, =y—- sing 
ol -yl sir 
X=% +- cos0, Y= +, sin@ 
dlar, Yis Xa, Yd] 
òx, y, 0, q.) 


x= (= +x,), y= +y2) 


1-15 长 为 1 的 均匀 细 杆 被 限制 在 xy 平 面 运 动 ， 上 且 其 4 
端 恒 保 持 在 x 轴 上 ， 若 采用 (x，9) 作 为 广义 坐标 ， 试 求 杆 中 
心 的 速度 和 加 速度 的 大 小 。 


e o = s+ 6—1 6sing 


= š 


a= #240 —1 Z singto — Ix 8 cos0 


题 1- 14 图 题 !-15 图 


1-16 ERIAM EEM PE ABES, 而 导管 4B 绕 4 
太 作 年 轴 转 动 。 斌 说明 实 位 移 
不 与 任何 一 个 虚 位 移 相 重 合 。 

1-17 试 对 稳定 约 R j= 
2z 十 z 写 出 实 位 移 与 虚 位 移 所 
满足 的 关系 ， 并 说 明 实 位 秘 不 
是 虚 位 移 中 的 一 个 。 
| 1-18 试 说 明 题 1-3， 题 1 

1166 -4 各 有 多 少 个 独立 的 坐标 ， 各 

AVT H Bi EE. 

1-19 一 刚体 有 一 固定 点 ， 有 两 个 国定 点 ， 有 三 个 国定 
点 (不 共 线 ) 时 ， 各 有 几 个 上 月 出 度 ? 

1-20 系统 由 两 个 释放 在 一 起 的 陀螺 组 成 ， 下 面 的 陛 螺 
支点 固定 ， 求 其 自由 度 

1-21 Bm, m m B R 3038656 25 IDA, 可 在 图 面 
内 运动 ， 问 系统 有 几 个 自由 度 ? . | | 


题 1-20 鸭 | 题 1-21 图 


1-92 ， 试 说 明 题 1-16 中 导管 对 质点 的 约束 反 力 在 虑 位 移 
上 的 功 为 零 ， 但 在 实 位 移 上 的 功 不 等 于 零 ， 


* 16 > 


S-E BABES 
AR DAE 


一 、 基 本 理论 与 公式 


1 . 虚 位 移 原理 是 分 析 静 力学 的 基本 原理 。 与 几何 静 力 学 
不 同 ， 它 是 用 分 析 的 方法 以 及 位 移 和 功 的 概念 建立 了 任意 质 
点 系统 平衡 的 充 要 条 件 ， 它 是 解 央 质点 系统 平衡 问题 的 普遍 
原理 ， x E 

2. 虚 位 移 原 理 一 一 在 双 面 、 理 想 、 完 整 、 和 定常 约束 下 ， 
质点 系统 平衡 的 充分 和 必要 条 件 是 ， 作 用 在 系统 上 的 主动 力 
在 任何 虚 位 移 中 所 作 元 功 之 和 等 于 零 。 其 数学 表达 式 有 

(1) 矢量 形式 


Y F. . ór ,=0 (2-1) 


i=l 


(2) HAEREA 


N | 
Y (Frazi HF isy tFirô4)=0 | (2—2) 
i=l | 


(3) 广义 坐标 形式 


*# 


| Q. ógqg | = 0 (2-3) 
1 . 


式 中 


ÒX ; Oy; 02, 
pE, LF 9 
Oqe P oq, ' Oqe 


Q,= Y (F. 
j=1 


(2—4) 


为 对 应 于 广义 坐标 gs 的 广义 力 。 
3 . 虚 位 移 原理 可 以 用 来 解决 非 自由 质点 系统 的 平衡 尊 

题 。 大致 可 以 解决 如 下 三 类 问题 : 
(系统 在 某 一 位 置 处 于 平衡 时 , 求 主动 力 之 间 的 关 


(2) 求 系统 在 主动 力作 用 下 的 平衡 位 置 。 

(3) 求 系统 在 主动 力作 用 下 处 于 平衡 时 的 约束 反 力 。 

4. 在 应 用 虚 位 移 原理 解决 系统 平衡 位 置 时 ， 须 注意 以 
FLÄ: 

(1) 根据 系统 所 受 的 约束 的 情形 ， 判 断 其 是 否 属 于 理想 
约束 (有 摩擦 时 ， 可 将 摩 氛 力 当 作 主 动力 ， 约 束 仍 可 视 为 理 
想 的 )， 

(2) 根据 约束 的 条 件 来 研究 系统 各 点 的 虚 位 移 。 一 般 情 : 
总 ， 先 确定 系统 的 自由 庆 ， 选 取 广 义 坐 标 ， 然 后 将 主动 力作 
用 点 的 位 置 用 广义 坐标 来 表示 ， 

(3) 确定 各 点 虚 位 移 之 间 的 关系 。 这 通常 可 以 从 约束 的 
几何 条 件 中 得 到 ， 特 别 是 刚体 系 中 各 点 虚 位 移 的 关系 和 各 点 
速度 的 关系 是 完全 相似 的 ， 因 此 在 运动 学 中 ， 关 于 刚体 各 点 
速度 分 布 的 规律 (如 朋 时 速度 中 心 、 速 度 投影 定理 等 ) 都 可 用 
来 确定 刚体 系 中 各 点 虚 位 移 的 关系 ， 

(4) 根据 问题 的 具体 情况 和 简便 程度 选取 虚 位 移 原理 的 
数学 形式 。 | 

(5) 需要 求 系统 的 约 东 反 力 时 ， 只 须 在 对 应 点 上 解除 一 

“18 。， 


`" 
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个 约束 ， 把 相应 的 约束 反 力 当 作 主 动力 来 处 理 ， 与 此 同时 系 
统 也 就 增加 了 一 个 自由 度 。 

5. 系统 的 平衡 有 三 类 ， 稳定 平衡 、 不 稳定 平衡 及 随 过 平 
衡 。 判 定 平衡 的 性 质 可 用 下 列 判 据 ， 具 有 完整 .理想 约束 的 
系统 在 势力 场 中 处 于 某 一 平衡 位 置 。 

(1) 在 此 位 置 ， 势 能 为 极 小 值 ， 则 平衡 是 稳定 的 ， 

(2) 在 此 位 置 ， 势 能 为 极 大 信 ， 则 平衡 是 不 稳定 的 ; 

(3) 在 此 位 置 ， 势 能 为 常 值 ， 则 平衡 为 随 遇 的 。 

对 于 一 个 自由 度 系统 ， 可 用 下 列 方法 来 判断 平衡 性 质 ， 


dy _ dV | ; 
车 -一 0， 且 >0， 则 系统 是 稳定 平衡 


着 全 一 0， 且 <0， 则 系统 是 不 稳定 平生 


dV _ d'V _ _ 、 
f dg T Hye 一 0， V =A. 则 系统 是 随 过 平衡 ， 


否则 要 根据 高 阶 导数 符号 来 判断 ， 若 第 一 个 不 为 零 的 导数 为 


偶数 阶 ， 且 大 于 去， 则 平衡 是 稳定 的 ， 其 它 W 形 是 不 稳定 
的 


对 于 两 个 目 由 度 系 统 ， 若 
OV RIA 
rmm E G) = 
Og; ' Oq; : 


A= (2 ) oo 
Oqi0q; 0g1 ðq? 


< 0 


oz FOHA ) 
322 >0 (或 5 了 > 


三 组 式 子 同时 成 立 ， 则 平衡 是 稳定 的 。 


二 、 范 例 


例 2-1 千斤 项 机 构 中 ， 当 长 为 RR 的 把 柄 4 转动 时 ， 齿 轮 
1、2.3 .4 与 5 也 开始 转动 ， 并 
带动 千 帮 顶 齿 条 B. MERN 
端 加 方向 垂直 于 手柄 的 多 大 力 
P， 才 能 顶 起 4800N 的 力 Q, 
而 千 厅 项 保持 平衡 。 已 知 

=jcm, r= 2cm, r, 一 
40cm, ra=l6cm ir , =3cm, 
HH | R=18cm, 

例 2-1 图 [ 解 ] 令 把 柄 .4 端 向 上 的 呀 

REKS, TAHRA BC 向 上 虚 位 移 为 5Ssc， 根 据 虚 位 
移 原理 


P6S —QáSya =0 


因为 
óS = RSP, ÔO Bo =T Ps =rsóQ, 
(69s=694) 
x 
OP!1_ro2rs 12 .16 
一 | 
Spa rir 4 
所 以 | 
P= =Q = rs ôP: Q= — 3 4800= 50(N) 


R69 TIC. 


例 2-2 万 向 接头 传动 机 构 处 于 平衡 状态 。 求 它 的 主动 : 
轴 及 从 动 轴 上 力矩 M1 和 MM ,之 间 的 关系 。 已 知 两 轴 之 间 的 夹 


a > 2? Ü . 


角 为 a(4 通 常 很 小 )。 

[ 解 ] Boy RESIA ov: 沿 从 动 轴 的 肥 向 , 取 z AE 
直 于 oy1 和 oys 所 构成 的 平面 ， 由 此 决定 了 两 个 右手 坐标 系 
ox, yiz 和 oxsyaz， 它 们 在 惯性 空间 都 是 固定 的 。 主 动 轴 转动 
Hod 轴 在 ox z 平面 中 的 转角 921 给 出 ， 从 动 轴 的 转动 则 由 
ob RE oraz Suka isa J Ta Bš r 2 JE 2 


Pl 2-2 El 


M ôP, —M 8P, =0 

而 04 轴 在 坐标 系 ox1 yl:z 中 的 方向 余弦 是 (sing， .0,cos@, ) ， 
08 轴 在 坐标 系 o0x2y2z 中 的 方向 余弦 是 (cosg 。,0, 一 sing ,)， 
骨折 算 到 坐标 系 o% yiz 中 的 方向 余弦 是 (cosp,cosa, 
cospsna, —sing:), HF 0A5 OBĘHEH, 它们 在 同 
一 坐标 系 中 相应 方向 余下 乘积 之 和 应 等 于 堆 

Smnoicosmscosw 十 0 一 TOEP snp =0 
由 此 解 得 

Pı=arctg(tg p cosa) 


e 21 œ 


求 变 分 得 到 


ÖP, =P; Cosa 


costo, ceos asin? o, 


M, _ cosa 


M, cost@,+cosšagin2o, 

由 上 式 可 以 看 到 ， 分 母 的 最 大 值 为 !( 当 VP =0°,180°,...), 
最 小 值 为 cosa ( 当 p,=90°, 270°, ++) 主动 力矩 之 比 在 
coga 与 1/ cosa 之 间作 周期 性 变化 ， 主 动 轴 转 一 圈 分 母 最 大 值 
SEMAR BAAK. 

例 2-3 试 求 图 2-3 中 机 构 在 所 示 位 置 上 作用 于 0 轴 上 的 
平衡 力矩 . 已 知 0D=AD=20cm， AB=2AC=145cm, h 
=]17cm, P,=120N, P,=400N, Q=3600N. 


例 2-3 图 
[ 解 】 令 04 杆 向 上 转动 的 虚 位 移 69， EDIB 
óS, = = 6S = 7040p 


AB 杆 作 平面 运动 其 上 A. C. B ARBADOS. SSe. 
ôS, HROT 2 H 


P 
km w—rmnr “si 


 _ BC" 
óS e= CCROS, 5 -一 AC* 
根据 品位 移 原 理 x 
Mao—P, áS,— Pd Secosa—QóS , = 0 
CC*AC` g 
或 (M-P, S04-P Sy OA 


BC’ 04 \so =o 
-Q Ge 94 )s9 


69 关 0， 人 得 
L CC* C 
BC" o 
+Q Ael 


Í 
° = = = 一 = — 145 
CC 一 AC=BC 74B z714 (cm) 


—— 


=V (4B) -BC =V UBP- 
=]44(cm) 

M=27 4(N.m) 

例 2-4 在 连 杆 机 构 中 ， 当 曲柄 0C 绕 水 平 轴 0 摆动 时 ， 
RR 4 ROC 滑动 并 带动 一 沿 铅 垂 导 板 K 运动 的 杆子 
4 呈 ， 已 和 CC =0,0O 天 一 1 , 问 C 点 垂直 力 Q 多 大 才能 平衡 书 ， 

[ 解 ] 设 机 构 在 图 示 位 置 处 于 平衡 。 令 曲 柄 0C 绕 水 平 
轴 4 摆动 的 虚 位 移 ó, MRHAR BAR RCN HRE. 位 
移 分 别 为 654 和 6So， 且 x 


óS = 8y = ó(Itgo)= 


l 
COS g op 


óS o = ap 


例 2-4 图 


JE TE He M ⁄ IB: Jill 
P6S ,—06ŠSa=0 
= | 
[ Png Qa) = 0 
ôP 关 0, 得 
PI 
acos 2 p 
例 2-5 均 质 杆 4B=a， 重 P ,一端 舍 在 铝 牌 光滑 墙 上 ， 
如 欲 使 杆子 在 任意 位 置 都 能 平衡 ， 试 求 此 侧面 的 形状 。 
[ 解 】 建立 图 示 坐 标 系 oxy， 杆 .42 在 平衡 位 置 ， 受 重力 己 
的 作用 。 ` x 
根据 虚 位 移 原 理 P6y 二 0 | 
P><0, WE 6yo =0, Bl yo= 常数 
当 杆 铅 垂 时 ，y6o= 二 9/2， 则 在 任意 位 置 时 


ya = y +-Tcosp= a (1) 


was 
— 


而 此 时 
x x = asin9 . (2) 
出 (1)、(2) 两 式 消去 参数 六 ， 得 
x1-(2y —a)2= a? 

w SE 88 bl s. 

例 2-6 在 饺 接 四 连 杆 机 构 的 连 杆 O4 上 作用 一 ÄP, 
使 机 构 在 给 定 有 的 位 置 上 平衡， 家 作用 于 长 度 为 r JITO: 5 
EJ 8 E, 

LR] 令 0 BRO ERGEN t 动 虚 位 移 op, H 
连 杆 4B 两 端的 虚 位 移 为 574,，67s， 由 速度 投影 定理 ， 得 


2-5 2-6 R] 


6rscos45 "一 5re， 即 br 一 w 2 órs 


而 ór =01.B69, 9 一 口号 一 六 gra 
根据 虞 位 移 原 理 x 
—Pőrı tM öp =0 
得 


..95 ° 


例 2-7 在 消 块 C 上 作用 力 P=25N， 沿 0C 方 向 。04= 
17cm,00O,=9cm, 0, B=BC=50cm, WERK, 4 0, 4= 
10cm 时 ， 为 了 使 机 构 平 衡 ， 求 作用 于 曲柄 2O-4 上 力矩 邓 的 
值 。 

[ 解 ] S HR OA 绕 O 轴 道 时 针 转 动 虚 位 移 Sa， 设 
A001=a, 人 OA01=B6, 了 BOIC=7, 则 O44 杆 上 4 点 虚 位 
移 为 6r4，BC 杆 上 B,C 点 的 虚 位 移 分 别 为 67gp 和 67o, Bór, 
一 O4o。 因 冰 块 4 作 复 合 运动 ，4 点 的 虚 位 移 gz 分 RA 
riJ oTi: 


例 2-7 图 


Or4=6érscosb=OAcospéa 

rs _ O, B O, B 

ór OLA’ O, A 

杆 8C 作 平面 运动 ， 其 两 端 虚 位 移 6rs 与 67rc 用 速度 投影 定理 
。 2B 。. . 


EI ór = 


ór" 


Ôr CO8y= Âr pcos 2Y — 90° )= 8Y ssin2y 


ôro =28r,siny =2 9180 Acos fsiny ga 
O.A 


.. siny sin OA ` 


AO O = sin 
”由 余 避 定理 | 
(OA:+(O,A)2—00: _ 
cos f = OA 4 OA 一 0.9058 
B=25°4', sin26=0.7675 
根据 虚 位 移 原 于 
M ôa — Pdyo=0 
HU 
O, B( OA) __ 
[M — PO 4 OO sn sin28 )ða=0 
ó a >< 0 得 
M=P OBOA sin28=30.8(N.m) 


例 2-8 椭圆 规 尺 4B 上 联接 一 个 边 长 为 26 的 等 边 三 角形 
ABD。 为 使 力 P,、P;, 与 平行 于 4B 的 力 了 ,平衡 ， 求 作用 于 
长 度 为 的 由 柄 上 的 力 窍 以 。 x 

[ 解 】 iW<COB=a, 令 曲 柄 0C 绕 0 轴 道 时 针 和 转动 虚 位 
Hia, RIIE =2acosa, y, 一 2csina 

xy =2asi (180°—(90°—a-+ë&80°))=2asin(30° +a) 

yp =2acos( 30° +a)+--?asma 
óx s= —2asmaóq 


例 2-8 图 


óy = 2acosaóq 
ÔXp=2acos( 30° +a)óq 
Ô Yp =— 2asin( 30° +a J)a +2acosaða 
PP ，P 了 PP,，，P 在 坐标 轴 上 的 投影 
Fiy=~—Pi, Ps=P,, P, #==— P,cosa, 
x Psy =Psina 
根据 虚 位 移 原理 
Móàa+ Prs6xgi+Piy6yat+ Pazdxpt P, yóy s = 0; 
或 | 
Móa+ P, ( —2asinaóa)— P, :2acos aĝa — P, cosa : 
2acos (30 ° +a) óa+ P.,sina ( —2asin (30 +a)óe 
+?2acosaóa)=0 
"axo, 48. 
M =2 P acosa +-2 P asina +2 P ,cosacos( 30° +a) 
+2Pysasma-sin(30° +a)—2P,asinacosa 
=a =30' (EDB OB) 


M=a( Ps+ 3 P, + 3 万, 


2 


. 28 ° 


例 2-9 A、B 两 点 用 一 不 可 仿 长 的 线 连 结 ， 此 两 点 可 沿 
圈定 直 Rox, oy 滑动 ，ox 与 oy 成 角 w。 这 两 点 受 o 点 排 
斥 ,排斥 力 与 距离 成 正比 ,对 4 点 的 力 其 比例 系数 为 AR, HB 
点 的 力 其 比例 系数 为 8,，. 求 在 平衡 位 置 时 线 与 直线 o4 及 
oB 所 成 之 角 B 与 7。 


例 2-9 图 
[ 解 ] 设 04 二 r，,，，o0B 二 rs。 系 统 的 势 函 数 
V= ¿Piri hyri (1) 
由 正 绢 定理 
Tta AB 一 5 o 
siny sina sin(I80°—(a+y) ) I 
, AB . ON 
得 f 4 二 Sina sin y | | (2) 
rs=— 45 sinla +y) (3) 
” sina 
将 (2)，(3) 代 入 (1)， 得 
_ 1 AB N2. , _ 
“一 h ( sina J sn 3} 
1 AB 2 . , 
+—k(— Æ>) sin? (a+?) 


e 29 e 


系统 平衡 时 ， 有 
V _ 
ər = 0 
即 
ABN. ABN? ,. 
pi( sinycosy 二 ha( A= ) sin(a +Y) 


. cos(a +y)=0 
ABN2 wif ABN2 , 
(ina) 50 Mafia) ,得 
k sin2Y + R,sin2(a +y)= 0 (4) 


sin2y(R, +R,cos2a )= —R,sim2acos27y 


k, sin2a 
te22— — .2 
227 kı +R;cos2a 


关系 (4) 又 可 写成 
kisin? (a +B )+R,sin28=0 
由 此 解 得 x 


_ _ Risin2G 
tg26=—j- Lk cossa 


例 2-10 ”两 重量 相等 的 重 物 4 与 B 分 别 系 于 一 无 重 且 不 
可 伸 长 的 强 之 两 端 ， 此 绳 自 4 起 平行 于 水 平面 延伸 ， 绕 过 定 
滑轮 C 再 分 别 绕 过 动 滑轮 刀 、 定 滑轮 巨 ， 另 端 挂 上 重 物 B， 
重 物 玉 重 Q 挂 在 厂 上 ， 求 重 物 4 与 也 中 每 一 重 物 的 重量 尸 以 及 
重 物 4 对 水 平面 的 摩擦 系数 ， 
[ 解 ] 系统 存在 摩擦 ， 将 摩擦 力 视 为 主动 力 ， 仍 可 用 虚 
位 移 原理 解 系统 的 平衡 问题 。 系 统 有 两 个 自由 度 。 
令 重 物 8B 保持 不 动 ， 重 物 4 沿 水 平面 有 向 右 方向 的 虚 位 
. 30 。 


1 Jx 
Q 
例 2-10 图 


移 6s4， 则 重 物 玉 有 锁 垂 向 下 的 虚 位 移 4Sr= (4 根据 虚 位 移 


原理 

QéáSrk=—F6S, =0 (1) 
Ez | 

 F= Pf | (2) 
8: EDJAPR SASS, 33 SY 38 TEM A óS, W 
EYKA mE KEME óS;.= óS, /2 ,根据 虚 位 移 原理 

—QóSk-F PóS,=0 (3) 

由 (3) 式 得 


P= 


Srn Q 
óS Q= 2 


代入 (2)，(1) 得 f=1 
例 2-11 EREM, ABC 为 等 边 三 角形, D. E, 
下 分别 为 三 边 的 中 点 ， 求 CD 村 的 内 力 ， 
[BR] 将 CD 杆 截 断 ， 代 之 内 力 S 和 S', 视 为 主动 力 
SDAA mE THEMES WASE, BERAE 


. 31 ° 


例 2-!1 图 


óS pg 和 6Sas。 因 ABDF 作 平面 运动 ,由 速度 及 心 定理 知 了 点 是 
瞬 心 ， 所 以 6Ss 二 0, 下 点 虚 位 移 2p 如 图 示 。 再 由 速度 投影 
定理 ， 得 C 点 是 杜 BC 和 杆 FC 的 共同 瞬 心 ， 所 以 6so==0， 
根据 虞 位 移 原 理 
S:óáS — Pcos30 ° 8S p= 
因 Sp =S p= S r 


óS p 


得 S= $S: Pcos30° = “3p CD 杆 受 压力 


例 2-12 RER KPIA., PAAD=DB~=8m, 
DC=4m, P= 30kN, 
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[F] 将 3 村 截断 代 之 以 内 力 Ss 和 S' 。， 如 图 示 。 

令 : 已 点 有 铬 垂 向 下 的 虚 位 移 4Sp， 则 中 点 相应 有 
水 平 问 右 的 虚 位 移 69s。 
He Pa E DEES IR E 

PôSp— SS, =0 (1) 

”出 运动 学 知 ， 由 于 三 角 架 4CD 作 定 轴 转动 ， 则 

ĉeso 且 6So 应 与 杆 4C 相 重 直 
由 于 杆 BC 作 平面 运动 ， 根 据 速度 投影 定理 有 

0ocos(90 "一 20) 一 6S coso 


于 是 ， 
代入 (1) 式 
(P—Ss,:2tg0)óS;,=0 
…6Sos0， 得 
S | = — Pctg8 
由 几何 关系 知 
代入 上 式 ， 得 
S3 = P=30kN 


例 12-15 三 杆 系 统 如 图 ， 各 杆 重心 距 其 上 端 为 S1.、 
S2, S3, ITKA li, la, h, EHP, Pa, Pos EA, 
AA T VATN HBRRAN?,, 
Pı, Pa, WREEKT, Ta, Ta, 

M 将 二 条 强 子 截断 代 之 绳子 张力 7 ， TaT, ME 


. 33 。 


9 ~ 
l, 
T, 
P, AP. s; 
"P: Y 
| pO 
BË 
| | $3 
1 P, P? . 
| Ç 
T, 
7 ` Ç 
` P, ' 
例 2-13 图 


示 。 根 据 虚 位 移 原 理 直 角 坐标 形式 


N . 
2, (F ,,6ó6x, F  6óy,)= 0 ` (1) 


y1 一 51C0SY 1 ， ôy: =—Sisn?%,ó9, 
x, =l, sm? ， ôx, =l cosp, P, 
Yı =l, CSP, +-s;cos9,, 
ôy: =— l SinP óP, — Ssn P P, 
xs 一 Jisinpl 十 Jsingy ，， | 
Xp =l cosp EP, HI CEP ;60 ， 
y| =l cosp, HICP HS COEP, 
ôy =— li sinp: ðP, 一 [sn 8? ， 
—S sin P P, 
Xo= li sinp, 十 Jsinm :十 Jssinpa 
XLo =l cos P SP, 十 12c082 280 十 1scoSD 69s, 
Fiy= Pi, F, y=P,, F sÍ y=P,, F x=T, 
F y Í=m=T,, F Ë =T, 


` 34 。 


将 以 上 诸 式 代入 (1)， 得 
T ióx,+T,óxs+T,;óx e + P ióy, + P.óy > 
-+P y | = 0 | 


(Tl ,cos0, +T ,lcosp +T' l,coso,— PS isin@, 
—P,l,sing,— Psli sin P1) Pı + (T.I, cos Ø z 
+Tslsc0sps — PaS ssing :一 Palasing) áp; 
+(T,l,cosps— PsS ,sings) ps =0 

KOP, , 69。，69s 彼 此 独立 ， 于 是 得 
Tlicospi+T ,licosp) +T ,l,cosp, — P, S sinp, 


一 上 alisingy — slisnp1= 0 (2) 
T ,l,cosgo ,+T,l,cos0 ,— P ,S ,sinp,— Psl ;sine, 
=0 | (3) 
Ts lscogp,— P;sinp, Sg =0 x (4) 
由 (4) 解 得 
| T |, = a 2 | ' (5) 
3 | 


将 (5) 代 入 (3)， 得 

T= Patapi tP ttep S Psteps (6) 
将 (5)、(6) 代 入 (2)， 得 

T, =F P, tep, +PEP + Pate, 


—( P+ P, Sateo, 
2 
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例 2-14 线 密度 为 5 的 均 质 重 链 ， 其 两 端 固 连 着 重量 分 
别 为 已 和 Q 的 小 球 4 和 妃 , 链 条 放 在 半径 为 尺 的 光滑 圆柱 面 上 ， 
如 图 所 示 。 圆 柱 轴 线 水 平 放置 ， 链 条 所 在 平面 与 圆柱 轴线 垂 
#, ZAoC=a, C 为 链条 的 中 点 ， 求 平衡 时 oC 线 与 水 平 
线 夹 角 9， 


例 2-14 图 


[ 解 ] 应 用 虚 位 移 原理 直角 坐标 形式 Z Fiy6ys 二 0 求 


解 。 均 质 链 重 P4s= pg.2Ra 
重心 ya 二 oGsin (180°—P) = Esine sin? 


小 球 .4 重心 y,= Rsin(180°—(a+%@))=Rsin(a+9@ 
小 球 8 重 心 ys=Rsin(9 一 a) 
上 坐标 ye、y4、ys 的 变 分 为 
ó ya = Tsing cosybg 
Ô y = Rcos( 9 — a )ó@% 
将 以 上 上 诸 式 代 入 原理 的 坐标 形式 
— Pasya — Py, — Qô yp =0 
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| -Pa 2Rassinc cos — PReos( P+a) 


—QRcos(Pp—a) |59=。 


因 69 寺 0， 得 
2PgR’sinacosp + PRcos(9 —a)+QRcos(@ +a)=0 
化 稍 得 | 
( P--Q)cosa +2PgRsina 
(Q — P)sma 
例 2-15 重 W 的 橡皮 圈 水 平地 套 在 半 顶 角 为 a 的 粗糙 直 
EREHE, ERAH e, 求证 平衡 时 橡皮 圈 中 的 张力 在 


wW Ww 
opgetel te) H —Stg(a—2)Z H. 


tge p= 


2-1 5 FN 


[ 解 ] 橡皮 圈 在 正 圆锥 面 上 平衡 ， 其 所 受 约束 是 非 理想 
约束 , 现 将 摩擦 力作 为 主动 力 , 则 原 约 束 仍 可 认为 理想 约束 ， 
可 以 应 用 虚 位 移 原理 求解 。 现 分 别 计算 橡皮 圈 的 张力 TT， 重 
HWER FERII. 
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设 橡 上 水 圈 在 锥 面 上 的 平衡 位 置 离 顶 端的 高 度 为 z2， 橡 皮 
图 内 的 张力 T。 我 们 有 
r=ztgea 
”其 变 分 
Or=tgadz 
橡皮 圈 对 锥 面 上 产生 均 布 压力 Nz (与 锥 面 对 橡 皮 圈 产生 的 
均 布 反 力 大 小 相等 )。 经 过 计算 ， 橡 皮 圈 内 张力 了 与 均 布 反 
力 N'r 有 如 下 关系 
T=Npr 
“1” HATER Y 
Ar =T -2mðr=2mTtgaðz 
2° $ EAEN W ER E zJ 
ó Ay=Wóz 
为 计算 摩 氛 力作 的 虚 功 ， 先 计算 摩擦 力 F， 


IJJ N= N+ Ny=2 WrN zcoso 
W . 
T> SIRG TY 
一 272 cosa -+ W sina 
EJF =Ntge=(2xTcosa +W sina )tge 
AS = Z x 


3° ERJ FER RD 


A =F8S=tge(2nTcosa +Wsina) ôz 


COR a 


=tee(2mT--Wtga)óz 


s 387? 


橡皮 圈 在 锥 面 上 平衡 ， 因 图 内 张力 变化 ， 导 致 橡皮 图 在 锥 面 
有 向 上 或 向 下 滑动 的 趋势 ， 而 引起 摩擦 力 方向 的 改变 ， 现 分 
别 考 虚 如 下 。 


1” 若 摩 擦 力 方向 沿 锥 面向 下 ， 根 据 虚 位 移 原理 
Y64= 一 64 十 64y 十 654 一 0 
B] 


| -27tga +W 4tge(2nxTcosa -+W sina )——- Lt 


Öz == Í) 
因 6z 关 0 得 


T= W (1ttertea )- W 


- ctp(a-—e 
2m \tga—tge 277 gC ) 


2° BREJA Hr E In] F 


SõA=—bA +8 Ay—ĉA,=0 


即 | —2rTtga+W—tge( 27Tcosa+Woosa) 1 


和 2 一 0 
W 0z 关 0， 得 
_ W fi—tgetga\_ 
T= s Í u = x teCote) 
平衡 时 
py 


| 
Y ct 一 <= LA te(a4e 
oN ° gla e) oN ~ g( | ) | 
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例 2-16 ”一 不 可 伸 长 的 强 
跨 过 一 极 小 滑车 ， 下 面 巧 一 无 
WERIT. EITE) PS Wq A 26 3 
重 物 Pl 和 Pa, m L. rT 
1, 求 该 系统 的 平衡 位 置 


[ 解 ] w od=]l,, oB = 
lz, WAELE +I, (1) 


例 2--16 图 
X=lisinb, óx,=ó%1, sm +l, cosp ô p 
x =l,sina, óx,=óÓ1,sma+l1,cosaóa 
根据 虚 位 移 原 理 
P Sx ,+ P ,óx =0 


即 
P,(ôl sinf +iıcosfôp)+P.C(ôl sina +l cosaða) 
=0 (2) 
由 (1) 变 分 ， 有 
ði 十 61, 二 0 ôl, 一 一 61， 
代入 (2)， 得 
P,(ól,sinñ+1,cosñó p)+ P.,( — ôl sina 
+l cosaða) 一 0 


或 
(P sinf —P ,sna)ól, + P,l cosBó p 
+ Pl cosaĝa = 0 (3) 
H i KÁ. x | 
l:'=]1r,-+I12+21, L,cos( a+ B ) ( 4 ) 


ll 十 1 01 十 0 1,cos( a + B)+1,51,cos( a+ B ) 
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—]lasinla +t f) (ĉa +ó )=0 
化 简 后 ， 得 


si = Ul2sin(o+ feat B) (5) 


2=IOMq..C C C Ñ  LOLL IL — —— . Q EE . ——-  -.— 


(l,—1,)(! —cos( a4+- B)) 
将 (5) 代 入 (3)， 得 


| . _Ll,sin(a+ B)Xóa+ óB) 
(Pisinf — Pasina) T T-YC1—cos(a F 053 


+P .l.cosBó B+ Pl cosaĝa=0 
或 


[= sinf — P;,sina)1,l,sin(a-+ P) 
. (li —1,)(1—cos(a +£ )) 


+{ P s Pasina) sht a+ É) 
(I —1,)(1—cos(a+ ñ )) 


+ P,l,cosa | .6a 


+Pilacosp |3p= 0 


Hóa, P 彼此 独立 ， 由 此 得 


(P,sin —P,smaj)l,l,sin(a+ )) | _ 
a, iola pp T Ea 0 
(6) 


(P smf — P ,sma)l,l,sin(aq-- g) 一 
~ esotp) + hcp 


| (7) 
由 (6)，(7) 得 

P ,l,cosa= P ,l,cos ñ (8) 
展开 (6)， 并 代入 (8)， 化 简 后 ， 得 
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2+2 


HCP +P:)=0, #Æcosf x0 


P l = P.,l1, 
Rp 
P, l OB 
由 (8) 得 cosa= cosp 
Rj a=p 
F cos1 = 
=” 
Ma=p=%, 
由 (4) 得 。 1= 土 (1, 一 1,) 
H. | 1 = 上 1, 
于 是 y4 一 yp 一 1 - 
或 x => (L—D ， xx=; (L+) 


例 2-17 图 示 吊 桥 04 是 一 均 质 薄板 形状 ， 其 重量 是 书 ， 
长 度 是 26。 在 幕 板 边缘 的 中 点 上 结 有 粗 绳 ， 绳 长 1. 这 绳 跨 过 
一 小 滑车 ， 滑 车 位 于 扣 OQ 铅 垂 上 方 相距 2 处 。 绳 的 另 一 W C 
系 有 一 平衡 锤 ， 这 和 锤 沿 曲线 导 板 无 摩 氛 地 滑动 。 求 使 该 系统 
能 随 遇 平 衡 的 导 板 的 形状 和 平衡 锤 Q 的 重量 
[ 解 ] 取 极 坐标 ~>，98， 如 图 示 ， 有 

Ya =rcos0 

Ô ya =cos0ór—rsin9óg9 

ya==2a—acos(180° —2a )=2a + acos2a 


`. 4? » 


A ) 
4 ,7 D 
- Z 
?a 
Z G 
d | 
PA 4 p ` 5 
y 
例 2-17 图 
因 
V Gay (S= 
sina = 
2a 
[—r 
cosa = 2 
28 
COS 2a = coS 2q — sin 2a = — (l-r)? 
1 + :一 
Br kl 8a 
I yo=2a+af -1 (I— r): _ (I—+): 
G ( + Ba ) 6 十 go 
ôy =r 
Ya za Ôr 
根据 虚 位 移 原理 
即 
Q(órcos0—rsingóg)— PITI 6, — 0 
或 4a 


° 43 è 


(Qcosg — P r )ór-+Q(—sinor)ó9=0 (1) 


因 6r，66 彼 此 独立 ， 于 是 得 


Qcose 一 PP 二 站 一 得 Qcosb 一 PS 一 局 (2) 
| Qrsing = 0 
H Qr==0 | 
则 sin90 二 0， 得 9 二 0"。 代 入 (2) 
_pi=r_ P 
Q= P 4a 2 (3) 


将 (3) 代 入 (1)， 并 消去 已 ， 得 


(24 =ar rsin0)60 = 0 
V2 43 2 


1 I ] 
ô t r= ðr? 
(rcos0)+ — r= ôr 


—— mu 


将 6 改 为 4d， 积 分 得 


1 [r p? 
cos T e= x 
i 0 + 1a +c T (4) 


f 


当 9=0* 时 , + 二 [一 807， 代 入 (4)， 得 
1 7 /oa Ty /sa 
= \/8G2 ) +- (I— /8a2 ) +c 


-I-sa i 
8a 
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代入 (4) 


r?=2(1+2,/2 acos0)ri24a2— 4 V2 al—I2 
例 2-18 半径 为 尺 的 光滑 金属 
丝 圆周 固定 在 铅 垂 平面 内 。 质 量 为 
m 的 小 圆 环 用 刚度 为 c 的 弹簧 与 贺 
图 上 的 最 高 点 4 联结 ， 并 在 圆周 上 
滑动 ， 弹 簧 未 变形 时 长 为 fn 。 试 求 
小 圆 环 的 平衡 位 置 并 研究 其 稳定 
性 ， 


[ 解 ] WB 点 为 重力 势能 堆 人 
点 ,弹簧 的 自由 端 为 弹 答 势 能 有 零点， 例 2-18 图 
重力 势能 V, =2mgRsin2e ， 


弹 筑 势 能 广 ,==3-c(2Reosp 一 1。 ) 


系统 势能 
V=V ,+V ,=2mgRsin ao- la)? 


系统 平衡 条 件 95 一 0 ， 即 


S —4mgRsinpcosp + c(2Reosp—1,)(—2Rsing) 
=2R(2mgcosyp—2cReosp+elo)sinop=0 (1) 

H. 2R¥0, sinpg=0, p=0°, R 
2mgcoS@ —2cRcos Pp +cl,= 0 
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ch ` 
中 COSP =R mg) 


研究 平衡 位 置 的 稳定 性 。 有 


. 
A =4mgRcos2P — 4cR:tcos2@ + 2 Rela cosp (2) 


当 9Y 一 0 时 ， 
oz: 
==2KR(2mg—2cFR-r-cl, )> 0 
og 
Bj cl >2(cR—mg) 


当 p= RE aR ma) 


因 
was (2cos °? ?1)= - (als) 7i | 
| 


c 212 
| | 本 -mg)° 7! 


代入 (2) 式 ， 经 化 简 得 


= 4 lš —0 
É CR==mg 
cl1?<4(cR—mog)’ 或 cl <?2(c R—mg) 
系统 稳定 
例 2-19 固定 圆柱 体 半 径 为 >， 其 轴 水 平 ， 在 其 上 放 一 
半径 为 rs 的 均匀 圆柱 体 ， 其 轴 亦 水 平 ， 且 与 第 一 个 图 往 的 轴 


可 垂直 ， 试 判断 平衡 的 稳定 性 。 


[ 解 ] 取 o 点 为 势能 零点 。 上 圆柱 体 在 固定 圆柱 体 上 深 
转 一 小 转角 9， 其 重心 “运动 到 c'， 如 图 示 。 重 力 势 能 为 
. 46 ° 


N — 
a -y 
„iÈ 
\ ~ 
D | z x 


例 2-19 


V = Phe = P((r+r,)ceosg +-rgsingo)3 


YI dV _ 
— P(r+r,)singo + Prsing + Prgocoso=0 


一 Sm 十 rc0S9 = 0 


# 


tggy 一 产 ?9， 因 此 9 一 0。 
研究 平衡 位 置 8 一 0 的 稳定 性 。 我 们 有 


s= —ricosp+rcosp—rpsin? 


dèy =—r,+r>0, BHir,<r, RE. 
dp @ = 0 

d  =—r,+r<0, Hir,>r, PRE 
dy @ = Ü | 

d° V 


dP iso 一 一 "1 十 ?一 0， 即 ”1 一”， 不 确定 


再 进一步 求 导 ， 有 
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=0, $g 一 m4 一 37 达 0 不 稳定 


由 此 得 出 r1 宇 r， 系 统 平衡 不 稳定 。 

例 2-20 ”一 均 质 杆 4 忆 ， 长 26， 依 于 曲线 导 板 上 ， 导 白 
形状 是 一 半径 为 人 的 半 较 ， 不 计 麻 护 ， 求 其 平衡 位 置 并 讨论 
其 稳定 性 。 


例 2-20 图 


[ 解 ] 取 o 点 为 势能 零 反 ， 转 角 92 为 厂 义 坐标 。 
设 杆 4B 重 为 P， 因 | 
x = ADsing@ — ACsing9] 
=2Rcospsinp —asinp 
EHRE V = — Px = — P(Rsin2p— asing) 


w dV _ 
FARFI” 0, Ep 


— P(2Rcos2P — acos ) = 0 
或 2 Rcos2 pP — acosg@ = 0 ' (IP 
eja) (1) 


2? R(cos2@— 1)— acos9@ = 4R( cos 2 p 


° 498 " 


-aa .. 


Ma, 并 用 长 为 fi， I, J F AHS, 当 


a 1 
COW--} 
IRO P 5) 


vano- 8) “[L +) 


W a4aR¥o0, 4 | 


om l =. / 1. ( a Y 
-时 -于 (二 Š 
cosp= ly (a+ ./32R2 as) 
判定 平衡 位 置 的 稳定 性 。 我 们 有 


pp 


dèy | : 
了 55 一 一 有 (一 4Rsin29 十 asing ) 
= Psinp(8Rcosp— a) (3 ) 
ay) =8R| L G+ SR Fa?) |-> 


1 p _ 
cosp=shp G+ /s o p2 ra 2 ) 


ËB Z32R:4+at>0, RATM EEN. 
例 12-21 ”图 为 双 摆 ， 此 A 
概略 地 表示 为 两 个 质量 分 广 为 m1， 


摆 在 铝 秋 位置 时 而 弹 筑 均 不 受 力 ， 

又 刚度 为 cl，c*。 试 讨论 平衡 的 - 

稳定 性 。 
[ 解 ] 了 到 o 点 为 重力 势能 零 

点 ， 摆 在 铅 垂 位 置 为 弹 赞 势能 雪 

上 点。 系统 位 置 用 广义 堂 标 21 OO, 例 2-21 图 

不 如 图 ， 因 


e 49 。 


7 mi =m, g(l,cos@,+l,cos9@, ) 
V mo =m gl CSP, 


Vo= el P thP)? 


V o= eaP)? 
系统 势能 


V =V mi +V, +V. +V, 
=mig(l,cosP ,+ 1,cos2,)-rm,gl,cos9%, 


Tee (9 +19,) +cali93 (1) 
平衡 条 件 为 
oy on W 
òP, =o I ap, 一 
Bp —m;gl,sinp, +er(lPa +1 PM  =0 (2) 


—m,gl;sinp,—m;gl,smp,+c,l; 9 ,+e, (1,92, 
+I,9%,)1;,=0 (3> 
由 (2)、(3) 式 易 见 9  =0, 92 :一 0， 
判别 平衡 位 置 的 稳定 性 。 我 们 有 


02 
ap op, ell: 

2 
r= m ghep, +o, 
o° | 
Op? ?1 =? =0 =—m gl teli 


2 
OF mgl csp, —m, gl cosp, +c,1}+c,1? 


2p] 
4 =—m,gl; —m;gl; + c,l; teil} 


A= 【全 < ) 一 5 °: | 
00,009, OP? 09], -v,=0 


=(c lila)? —(—m,gl, +e? — mgl 


—mi gl; + c,l2 +c,l; ) 
=l lale?lla—(—m,g+c:,l, X —m:g—mg 
+cala+c,l2)) | (4) 
当 —m g+c,l,>0, Dc/ > m, g 


(c, 二 cs )la— (m, +m:)g>cili 1 时 


4<0 2 >o, 系统 平衡 位 置 是 稳定 的 。 


例 2-22 弹簧 ED 的 刚度 
系数 为 h ， 当 x 二 1/2 时 没有 变 
形 ， 忽 略 杆 4B 的 重量 ， 试 导 
出 系统 平衡 时 9 必须 满足 的 方 
程 . # B O P=350N, W= 
200N,r=3cm,l=16cm, k= 
50N/cm, :再 求 ， 相 应 于 系统 
平衡 位 置 的 6 与 x 值 . 

[ 解 ] RO, x N) S Aa 例 2-22 图 
标 。 先 令 60 扣 0，6x 一 0， 则 有 


Wr 
‘Py 


P. 2r60—Wsingx60—h(%— ~ )(AE+rsing)s0 
60 x 

_ . l ， 

=2Pr—W xsm8— k (x 一 村)(4E+rsing) (1) 

再 令 60= 二 0，6x 三 0， 有 


ZAZ Wceos06x—b [z — 24 


Qs = Sx 一 Sx 


=W cos0—k(x—+-) (2) 


系统 平衡 时 ，Q。 一 Qs 一 0， 有 即 (1)，(2) 式 分 别 为 零 。 于 
£ | 
2Pr—W xsing—Rh (x—+)(—+rsino)=0 (3) 

其 中 令 AE=r/2， 以 及 


Wceosg—k(x—; )= 0 i (4) 


解 (3)，(4) 式 得 9 一 49.08"，x 一 10.62 (cm) 


三 、 习 题 
2-1 模式 压榨 机 ， 力 己 垂 直 于 手柄 轴 ， 手 柄 长 6， 螺 距 : 


为 ， 棉 尖顶 角 为 a， 试 求 平衡 时 力 呈 与 力 Q 之 间 的 关系 。 


270a 
: Q=P higa 


° 52 æ 


Ra 2—1 Es] 


2-2 如 图 示 ， 重 物 K 人 与 L 用 杆 系 相 联 而 处 于 平衡 状态 。 


BC_1, ON 1 DE 1 ， 试 求 重 物 重量 之 间 
EA: AC io OM U 3 DF 10 

P, 
的 天 系 万 


— l p 
管 . P, = 300 K 


AO=6BO, CO, 

2-3 力 五 铝 垂 地 作用 于 杠杆 4O k. | 
= 5 万 0 。 著 在 所 给 位 置 上 杠杆 水 平 ， 杆 BC 与 万 下 垂直 ， 求 
物体 放 所 受 的 挤 压 力 P 的 大 小 ， 


Æ, P=30F 


题 2- 图 
题 2-? 因 
A ORIEN EJ P( 不 计 轴承 摩擦 ) 之 重 物 所 和 需 
的 作用 于 Ci HERJE. #E LP=10kN, 就 轮 半 色 r 二 


. 53 e 


20cm, WA z, =20, 2,=80., 
| 2 M =0.5kN:m 
2-5 AKA- RE, :为 等 速 提升 重 为 Q H H, KE 
直 作 用 于 手 顶 4 点 上 的 P 力 。 鼓 轮 直 径 d = 二 30cm， 插 柄 长 i= 
50cm， 机 构 上 齿轮 点 数 zi =125,2,=25, 2,=63,24 二 21，。 
£ P=0.02Q 
2-6 一 滑轮 组 由 一 定 滑 轮 4 Ej n ARNAR. VA 
求 平 衡 时 被 人 举 起 的 重 物 @ 与 作用 于 绳子 一 端的 力 呈 之 比 . 


管 ， >= 2n 


RR 2—4 Vs Rü 2—5 3 


题 2-6 图 


2-7 求 图 示 差 动 滑车 吊 起 重 物 WW 所 需 的 力 王 。 


答 , PP 二 Wi2 ?1 
2r » 


”2-8 借助 于 滑轮 组 和 绳索 吊 挂 起 来 的 重 物 4 与 有 处 于 平 
衡 。 求 物体 重量 Ps 与 Ps 之 间 的 关系 。 
| Æ, Pi 二 5Ps 
>. 54 ° 


g) 2—7 El 题 2-8 图 
2-9 均 质 杆 4B 长 20， 重 Q， 两 端 分 别 悬 在 长 1 的 两 强 
上 ， 两 强 上 端 若 点 在 同一 水 平 线 上 ， 且 相距 为 26。 若 杆 上 加 
一 力 偶 ， 其 矩 为 MM， 求 确定 这 杆 平 衡 位 置 的 角 09， 


! 


&, M| 1?—(a—b)?—4absin? 2. =Qabsing 


题 2-9 图 


2-10 ” 试 求 必 需 加 在 半径 为 尺 , 的 皮带 轮 上 的 力 已 ， 以 便 
| . 55 °. 


通过 三 重 皮 带 传动 能 克服 作用 在 半径 为 r; 的 皮带 轮 上 的 阻力 
Q， 设 每 一 对 同 轴 之 轮 均 紧密 相连 。 已 知 皮 带 轮 之 半 径 等 于 
Ri, Ra, Ry, RyRri, ry, Ts, f4, 赂 去 变 带 质量 及 轴承 
中 的 滑动 摩擦， 


2-11 ÆRA Hi 
HARIRI ORS. KRA 
数 为 4， 定 滑车 的 半径 为 
RE r, H C 上 作用 一 
HB, EJB EXM. 
动 滑车 挂 有 重 物 ， 其 重 为 
P. REM Mi P 的 关 
系 (a 角 很 小 不 计 ) 。 

2-12 公共 汽车 重量 
Q=13850N, KE ZH 
拖 动 它 所 需 的 力 P= 250 
N, Ë I 3 3& `É £ r = 
0.408m, REH 与 路 面 


— Tafa Ra 
P=Q p R,Rar, 


题 2-11 图 
间 的 深 动 摩擦 系数 6 为 多 少 厘 米 。 设 路 面 水 平 ， 前 后 轮 的 深 
. KO ， 


`L 


> <s 


动 摩擦 系数 相等 。 


题 4-12 图 - 


213 EW 的 物 块 由 两 杆 和 图 连 在 基础 上 的 握 筑 支 承 。 
已 知 扭 秽 刚度 系数 为 M。， 扭 矩 为 M 一 Mo0， 赂 去 杆 重 ， 求 
平衡 时 杆 的 9 角 ， 


E. e= fo (1 =i): Mem 


和 ri HPR ER AB ARERI Ei 


E, 辽 作 用 在 C 点 且 与 曲柄 0C 委 让 的 平生 力 了 的 大 小 。 
: 答 . -P= - Feòa 


题 2-13 图 题 2-14 吏 


2-15 在 位 于 水 平面 内 的 机 构 的 B 点 上 作用 一 力 P。 为 
使 机 构 在 AB LOA, ZABC=2o 的 位 置 上 保持 平衡 ， 求 HE 
用 于 长 为 z 的 曲柄 O4 上 的 力矩 。 


f, M=--Paseca 
2—16 在 机 构 的 活塞 上 施加 一 力 P， 在 曲柄 01:.C 上 施 
WIEM, = Pr, 不 计 摩 氛 ， 曲柄 长 度 o4=y, O01C=37， 


且 都 处 于 铅 垂 位 置 。 试 求 使 机 构 平 衡 而 作用 于 山 柄 o4 E 
JEM. 


题 2-15 图 


2-17 .在 侧 向 外 伟 曲 柄 连 杆 机构 的 WH B 上 施加 一 力 
P. 4a=60°, ZOAB=60° 时， 使 机 构 处 于 平衡 ， 求 作用 
于 长 为 r 的 曲柄 上 的 力矩 M、 | I , 
. 管 ， M=Pr.//3 

2-18 在 图 示 机 构 中 O14=a,BC=DE=b, CO ,=c. 
BD=CE。 车 QO1A//B80;， 求 作用 于 活塞 上 的 力 P 与 平衡 
JEM EHX. 


> 58 è? 


题 2-17 图 题 2-13 图 x 


2-19 在 图 示 杠 杆 机 构 中 AO, =a, 0,B= CO,, OD 
=b, OsE=c, O,F=d, FAHS O; 下 相 垂直 的 方向 上 
作用 力 Q。 当 4B8、CD 与 9s 互相 平行 ， 人 4 一 45", WLP 
一 135" ， 为 使 机 构 处 于 平衡 ， 试 问 作用 于 4 点 且 与 Ab 垂直 
和 的 力 P 应 是 多 大 ? 


2-20 在 连 杆 机 构 的 曲柄 04 上 作用 力矩 M。04=7， 
014=00, a。 不计 摩 奉 , 求 作用 于 连 杆 O18 土 的 平衡 力 


题 2-19 图 | 题 2-20 图 


HEM ie 


o 
£, M 152M7 


2-21 在 曲柄 04 LEMEM=6N mi JJ B. 04- 
i5cm, O00i1=20cm. O,B=50cm 、 BC=78cm, K EJE 
擦 ， 当 04L00, 时 ， 为 了 使 机 构 处 于 平衡 ， RAMEN 
C 上 了 P 力 的 大 小 ; =. 
s ÉE. P=I%5N 

2 一 2 2 图 示 为 一 由 功率 为 13. 5kW 的 电机 带动 的 冲床 机 
构 ，。 主动 轴 的 转 数 为 350r/min ， OA=12cm. AB=60cm. 
Rz 一 16、 za 一 48、 A=. z =56, KB AREER 
ENP. l 

E3 p= 60. tkN 


2-23 E J FERREX, 重心 在 G, ， 为 了 举 超 
载荷 ， 在 举重 杆 端 部 作用 一 力 偶 M ， 试 把 M 表示 成 9 BU BB 


. 43 ° 


>, M =(W/2)(bcos 0 — esing) 
2-24 ”对 图 示 的 杠杆 机 构 ， 为 使 机 构 于 任何 位 置 8 都 能 
支持 住 滑 块 开 ， 求 作用 在 4 点 的 水 平 力 ， (FEAT). RE 
A 点 作用 一 向 下 力 能 否 支 持 住 W? 若 用 一 遵 时 针 的 力 偶 M k 
REJ, AM EER? 
答 MW asing 


uE 22A 


a RREI, A B 办 可 在 水 平和 上 自 Hent 
Zj} . .为 保持 平衡 所 需 之 卫 力 的 大 小 。 
g $, P= 400N 
2-28 情 钳 出 六 根 长 本 和 两 根 短 梓 组 成， Keka, 58 
ika, ARADR tas. CERREN P 的 作用 ， 
间 下 部 力 @ 的 大 本 应 为 多 少 才 WRKY PAHAQ 图 中 
0 为 已 知 角 ， 


£; Q= 1 pieg 


。 gi n ' 


题 2-25 图 
2-27 ”图 示 夹 钳 丝 杆 的 螺 距 并 ， 为 了 在 开启 上 产生 有 压力 
N。， 必 需 在 手柄 上 作用 多 大 的 力 偶 ? 忽略 螺丝 的 摩 氛 。( 提 
示 ， 取 过 巨 点 的 水 平 直线 为 固定 参考 
POTOA „NL fa, 
i! E. M= (B+te0) 
2-28” 重 为 P 的 货物 M 由 螺 距 为 /的 千斤 顶 来 提升 ， 其 中 


D 


杆 件 构成 两 个 相同 的 萎 形 ， 不 计 摩 扰 ， 设 菱形 的 锐角 为 26， 
求 垂 直 作 用 于 长 度 为 c 的 手柄 上 的 力 严 。 


H: 


2-29 AAR TRAWIE. uum m 
为 60N， 在 D 扩 上 站 一 重 为 800 入 的 人 、 KARA EF = 
“4 角 的 关系 。 


£. 了 一 440cfgwN 


题 2-29 图 
2-30 在 曲柄 连 杆 式 于 榨 机 的 曲柄 04 上 作用 一 力 偶 ， 
M =500N-m, #04=r=0.1m, BD=DC = ED=I= 
0.3m。 机 构 在 水 平面 内 , 车 人 O04B=90*, 人 DEC=4= 
15°, RKPFPERHP. 
x E. P=13680N 


题 2-30 图 


`e 63 全 


2-31 由 四 根 等 长 杆 构 成 系统 。 每 根 长 {，AEB ==21。 若 
在 8、C、D 三 点 处 皆 作 用 一 相等 的 铝 垂 力 P， 试 求 杆 系 处 于 
平衡 时 4 与 8 所 满足 的 关系 ， 略 去 杆 重 、 

2-32 在 锁 垂 平面 内 四 杆 机 构 中 , AB=CD, AC= 

D, FABIA EORI, 04=a, 0B=b, EC Ñ 
EEREN P, 号 处 作用 一 水 平 力 Q， 使 机 构 处 于 平衡 ， 
问 此 时 AB、 AC 杆 与 水 平 绕 夹 角 G. 各 为 多 少 ?《 略 去 杆 
E) 


题 2-3l 图 “| ka | 


235 图 示 一 -移动 式 起 重 机 ， 活动 部 分 代 两 等 长 连 杆 
AB.CD 与 底部 相 联 。 而 4BCD 构 戌 一 平行 四 边 形 。 利用 油 压 
力作 用 在 BC 杆 上 而 使 汽车 被 举 起 。 问 当 汽车 重 为 104N 时 ， 
| 压力 多 大 方 能 举 起 汽车 , 设 此 时 CD 与 水 平 的 夹 角 为 4"， 

与 水 平 的 来 骨 评 为 45°, AB= CD=5m, AC=BD=1.7m, 
OS 2, 22000N 

2-34 ”升降 机 如 图 示 。 当 转动 手柄 时 ， 套 简 D，B 异 蝇 
杠 的 作用 向 内 人 靠近， 致使 平台 上 升 . . 5 NI 18 3k z | =12, Zy 
=18, WJEkR=0. 6cm, 手柄 长 度 c=10 cm， 和 荷载 重 Q=800 
N， 力 卫 垂 直 于 手柄 。 求 当 CD 杆 与 水 平成 4 一 45 时 ， 托 住 
荷载 所 需 力 PP 之 值 . 


. BG .. 


题 2-33 图 


题 2-34 图 : 

2-35 SPK HABBOER ANIRE, 又 在 杆 的 

D 和 世 两 点 连 一 弹簧， 弹 筑 的 刚性 系数 为 c<， 当 距离 AC=a 

上 时， 弹簧 内 拉力 为 零 。 如 在 C APE- KEHF, FALF 
平衡 ， 求 距离 4C 之 值 。 设 AB=1, BD=b, FERH. 

5. 4C=x=ofe (8) 


2-36 滑 套 D 活 套 在 光滑 直 村 4B 上 并 与 一 滑 决 铵 接 ， 
而 滑 决 则 可 洛 光 滑 直 樟 滑动 。 已 知 在 0 一 0 位 置 弹簧 不 受 力 ， 
弹 答 的 刚性 系数 为 5kN/am， 求 在 位置， 为 维持 平衡 应 加 力 

. 65 ° 


HM ERN. 


T sin0(1—Ccos0).: 
ouw 人 e. = OAI O OYN 。 M 


W235 Ki 2-36 E] 


2-37 BURIED EJIK3ED P, RERNKTA 
的 力 R 的 值 . 图 中 4C=B8C=EC=FC=DE=DF=1. 


| 管 ， = Rtg 


| 题 2-37 图 
2-38 ”长 为 ! 的 细 杆 联结 在 滑 套 BE, WELE Jri 


+» 66 ° 


光滑 圆柱 面 上 ， 设 将 套 可 沿 垂直 杆 自 由 滑动 。 试 导出 使 系统 
保持 平衡 所 需 力 Q 的 大 小 的 表达 式 ， 


B: Q= PL 
r 
2-39 EBEDAR2ASGHIEFEACESDCBKXEJ3265cm, MAA 
CETARERK, EDF EEM- KAA 2000N 的 载荷 ， 
已 知 # 二 15cm，a 二 30cm， 求 ，(1) 弹 筑 AD 的 张力 ，(2) 弹 
RERE. Mauca A. 


: G )2000N; (Ca)10cm 


COS*0 


题 2_38 图 题 2-39 图 


2-40 ”图 示 杆 4B 的 一 端 4 与 套 简 固 联 ，48 WEC 处 

的 轮子 上 ， 略 去 摩擦， 这 导出 为 了 保持 平衡 所 需 水 了 力 Q 大 

小 的 表达 式 ，。 x | 
8, Q= P L oos 0sin*0 


. 87 ° 


j M C ——i 
. DP 
Q Fi 4 | 
— k: ái i i E . ` . + 
| | 
| moe 


2-41 CAREA NEP 200N, Q= 200N, # s 
刚性 系数 为 ce 二 100N/cm， 试 求 平衡 时 弹簧 的 变形 量 h. 
Z. h=2cm, frih 
2-42 已 乱 图 示 机 构 处 于 平衡 。0A 二 40cm， 力 偶 距 M 
一 200N 'm。 试 求 力 王 的 大 小 。 
| 答 ，P=10N ` 


题 ?-41 图 题 2-42 因 


28 如 图 ， 不 计 各 村 自重 及 名 处 摩擦 已 知 4C=0OC 
二 0D，Q=3 x10;N， 弹 簧 刚性 系数 c 二 250N/cm， M7 
形 ( 被 压缩 Yh 二 3cm， 试 求 P 多 大 时 才能 平衡? 


88 + 


Z. P=3750N 
2—44 ETETE 处 于 平衡 。 已 知 04 二 40cm，M 
—=400N:m, 试 求 户 的 大 小 


答 ， 已 一 /2 kN 


题 2-43 图 O 是 ?2-44 图 a 


2-45 ”图 示 为 系统 平衡 位 置 。 已 知 0D=DB=- 04A, 


二 400N， 弹 筑 刚性 系数 为 c=120 N/cm, M R R A= 
3cm, 不 计生 49 和 BO 的 重量 ， 试 求 力 P 的 大 小 。 
Z., P=843N 
2-46 图 示 机 构 处 于 平衡 状态 ， 已 知 04 一 站 cm，P 一 
500N，M 二 120Nm ， 弹 筑 被 拉 伸 &< 3pm。 试 求 弹 筑 的 刚性 


Bi 2-45F1 E O.O EB 


。69 ° 


系数 c。 | 
管 , c=135N/cm ` 
2-47 EWEFA, AA,O,058 8 .A5 A, 处 作用 有 
JF /5F,;, WJ ag EH TiO A 与 024*。， 机 构 处 于 
平衡 状态 。 求 力 忆 ,至 :之 比 与 目 转动 轴 O: 与 0。 到 村 AA; 
的 最 短 距 离 之 关系 ， | 


a. F _cosp, _ OB, 0:4: 
F” csp, O01:4 O,B, 
2—48 图 示 为 通风 装置 均 质 门 的 横断 面 ， 门 重 2000N ， 
贸 接 在 通过 O 点 垂直 图 面 的 轴 上 ， 该 门 由 经 过 A 点 小 滑轮 的 
弹 筑 升降 系统 控制 ， 已 知 弹簧 的 刚度 系数 X 200N/m, HÆ 
2 一 0 时 弹 提 没有 变形 。 求 平衡 时 的 9 角 。 


2. 0=73.09° 


题 2-47 图 x 题 2-48 图 


2-49 ”图 示 系 统 当 0 二 180' 时 ， 刚 度 系 数 为 8 的 ARE 
被 压 绽 ， 求 ， 陈 9 二 180" 外 的 其 它 平衡 位 置 的 9 角 。 略 去 杆 重 
MEFA 在 垂直 轴 上 湖 动 时 的 摩擦 ， 


~。 70 。 


管 ，0 二 2arc sin_ re—3W _ 
| 8ka 
2-50 ARA- HRTHRRE, TEW, QEEOR 
上 。 当 9=0 时 弹簧 没 变形 ， 已 知 弹 簧 的 刚度 系数 为 be R 
证 : AROS S RI PEER AR, 门将 在 任何 位 置 处 TER. 
W 


>: b=” 
S: R= 


Ë N 
C 


ni EN 


心 
F 


L= a 


Fa 
f 


题 2-49 图 


2-51 一 匀 接 六 边 形 ， 由 六 .个 相间 的 均 质 村 组 成， 每 杆 
重 已 ， 且 同 处 一 铅 垂 面 上 。 上 面 轩 定子 水 平 位 置 ， 其 余 各 边 
位 置 对 于 通过 AB 中 点 的 铝 垂 线 成 对 称 ， 问 欲 使 系统 能 随 过 
FA, 应 在 下 面 水 平 村 中 点 作用 允 六 的 向 重力 

£, Q=3P 

2-52 .如 图 已 知 4C=24a, AO2:OB=a, FAO R P, 

杆 AC 重 2P， 试 求 平衡 时 的 角 9。 
|, cosp=0.1+./0.51 


. (1 - 


题 2-51 图 


2-53 一 均 质 杆 长 [ 重 P， ARMAR C, y)= bt 
TEREN. Keri tum Nn E, “办 水 平 向 
E). x 

， 在 平衡 位 置 TTO x), Gu y) 
。。 清 足 下 列 四 个 方 各 


fx, | yi)=0, f(xX2, y,+)=0 
(xs 一 X1) 十 (ys 一 y1) 2 一 1 2 一 0 


| 0 
2(Y2— Yı 5, Sar 


=(x.= òf of of 
Ce [t Oy; 二 + 2] 


2-54 在 图 示 机 构 中 ， 册 柄 4 和 连 村 BC 为 均 质 村 ， 只 
有 相同 的 长 度 和 重量 P。 滑 块 C 的 重量 为 Q， 可 沿 倾 角 为 a 的 
导 用 AD 滑动 。 设 约束 者 是 理想 的 , 求 系统 在 错 垂 尝 面 内 的 
平衡 位 置 。 | | 


£, tzo= ctga 


_ P 
2(P +Q) 
. 72 m 


JS2—-538] 2am x 
2-55 ”无 重 质点 M ， 穿 在 半圆 钢丝 4MB k, 此 点 受 4， 


BAARS, 引力 的 大 小 与 距离 成 Elt, kA: 3 k, 
oe 88 er, ROP CY EL. RM AYM E N. 


E: PURIR C HEES) 
Nhbsin (4 — Z) +kacos (5 -2) ; hr 


2-56 用 典 位 移 原 理解 图 示 平 衡 机 构 中 64， FARA 
系 。 已 知 A 为 光滑 接触 约束 ，AB 为 均 质 杆 ，BC 为 不 可 伸 长 
的 绳索 (不 计 强 索 的 重 )。 x 

£ tga=2tgf 


—4 o 


题 半 55 四 | ` 二 2-56 图 5 . 
1-57 等 边 六 边 形 ， 基础 不 动 , ZHP, —P, ef 用 ， 
° 73 w 


u — 


求 平 衡 时 ， 这 些 力 的 关系 。 <a 为 已 知 。 
Z: Q= Ptga 
2-58 ” 均 质 杆 重 P 靠 在 不 光滑 垂直 墙 上 (摩擦 系数 为 1) ， 
其 下 端 置 于 光滑 桌面 上 ， 为 使 此 杆 平 衡 在 九 直 平面 内 ， 在 其 
下 端 连 一 绳 ， 跨 过 一 滑轮 悬 重 物 Q。 求 平衡 时 的 WRH a, 
FRA, Bh, 


E, tza= o +, N ,=Q, N = P+ RQ (kXF) 


题 2-57 图 ` 题 2-58 图 


2-59 平行 四 边 形 4BCD 用 匀 链 相互 连接 而 成 ，-4 忆 边 
国定 ， 滑 块 L 可 沿 AD AEREAS, Wk LA gE Et 
Lk 连接 ，ZA 与 BC 也 用 匀 链 连结 。 今 在 C 点 加 一 沿 BC 的 力 
F: ,在 滑 块 志 上 加 一 沿 刀 4 的 力 焉 *。 证 明 平衡 时 已, 与 己 有 
关系 ， | 


2-60 ”一重 500N 的 质点 ， 用 一 条 长 5m 无 弹性 强 子 同一 
条 弹性 系数 为 5000N/m 、 固 有 长 为 6m 的 弹性 绳 由 两 钉子 挂 


-。 74. 


着 ， 此 两 钉子 在 一 水 平 线 上 ， 钉 间距 离 为 10m。 求 此 力 系 的 
FERS. 


题 2-59 图 | 题 2-60 图 


2-61 :两 长 度 等 于 :1 ，12 的 绳子 系 着 一 物体 ， 和 珊 绳 的 另 
外 端 系 在 两 固定 点 上 ， 两 点 的 高 度 不 一 定 相同 物体 在 平衡 
状态 时 ,绳子 张力 的 水 平分 量 数 值 沽 等 于 里 . 营 将 绳子 的 长 
度 改变 ， 且 使 五 等 于 一 常数 ， 试 证 ， 此 物体 画 出 一 和 多 过 晤 在 
绳子 两 点 的 抛物 线 , 谎 此 抛物 线 的 轴线 与 地 面 成 秋 直 . 


题 2-61 


- 262 RAEN PE INPN L AE 
mOn E 由 滑动 ， 铁 丝 图 的 平面 是 负重 的 ， 它 的 偏心 等 于 e, 


长 轴 与 水 平 线 成 一 角度 a。 一 线 强 的 一 端 系 在 环 上 ， 另 一 ao 


则 挂 一 重量 为 w 的 物体 ， 线 绳 措 在 M 圆 中 心 处 一 光滑 钉子 
上 。. 试 证 ， 当 环 与 物体 在 平衡 状态 时 ， 禄 圆 在 环 处 的 切线 与 
水 平 线 所 成 的 角度 9 满足 下 列 方程 式 ， 
tg(p+a)= (1—e’)tg(29+0) _ 
2-63 末 子 蛋 已 ， 放 在 粗糙 的 水 平面 上 ， 其 摩擦 系数 为 ， 
f， 现 欲 以 最 小 的 力 Q 来 移动 这 匣子 ， 问 力 Q REEN fa 
度 5? 并 求 力 @ 的 大 小 。 
答 ， 当 一 tg-!j 时 ，Q 为 最 小 ，Qais 一 ZE 
… or 钥匙 的 截面 为 走 角 三 刍 形 ， 鞭 直角 边 ABP 二 4， 
加 G 一 0 设 在 钥 是 上 作用 一 个 撼 为 凡 的 为 个 ， 试 求 其 硕 点 
A. B. C 对 锁 孔 边 上 的 压力 。 设 摩擦 不 计 ， 钢 是 与 孔 之 间 
BRARD. = 


题 2-63 图 题 2-64 图 


t T6 e 


2-65 HHFA, TRES AE AER E S 
的 水 平面 上 。 以 另 一 个 相等 的 圆柱 体 置 于 前 两 者 之 上 ， 使 三 
桩 体 的 轴线 互相 平行 。 证明: PARAE., MERRI 
4w 须 比 2 一 w 3 为 大 。 

2-66 ERREDH L, lz, l 的 线 绳 系 在 一 重 报 等 
于 素 的 均 习 三 角形 的 三 角 上 上 上， 各 AIAR EE Ro 
斌 证， 线 提 中 的 张力 等 于 友 R, Wla, Ta 其 中 k= 


[3C12412+413) —a?—b?—c?°] 71?, o, b, c 为 三 角形 的 


Rü 2-65] 


| sem : 
2-67 “长 为 21 的 均 质 棒 ， 一 端 抵 在 光滑 的 墙 上 ， 而 棒 身 


NIERET SNENA (d<a) 的 光滑 楼 角 上 。 求 
。 梯 在 平衡 时 与 水 平面 所 成 的 角 0: 


ES o= cos” TON 
2-68 ”两 根 均 质 棒 4B、BC 在 处 刚性 联结 在 一 起 ， 且 


ZABC 形成 一 直角 。 如 将 此 粹 的 4 点 用 绳 系 于 国定 点 上 ， 
则 当 平 衡 时 ，-483 和 竖 直 直线 所 成 的 角 6 满 足下 列 关 系 : 


e AT > 


b? 
a? + 2ab 
式 中 及 2 分 别 为 棒 4 有 和 BC 的 长 度 ， 试 证 明之 ， 


tg0= 


题 2-67 图 x 是 2 -63 图 


2-69 相同 的 两 个 均 质 光滑 称 悬 在 结 于 定点 O 的 两 根 绳 
子 上 ， 此 两 球 同时 又 支持 一 个 等 重 的 均 质 球 。 求 a 角 和 8B f 
之 间 的 关系 。 | 

答 . tgf=3tga 

2-70 ”一 均 质 的 梯子 ， 一 端 置 于 摩 氛 系 数 为 1/2 的 地 板 
上 , 另 一 端 则 斜 靠 在 摩擦 系数 为 1/3 的 高 墙 上 ， 一 人 的 体重 
为 梯子 的 三 倍 ， 疏 到 梯子 的 顶端 时 ， 梯 子 尚未 开始 滑动 ， 则 
梯子 与 地 面 的 倾角 ， 最 小 应 为 若干 ? 


-1 41 
me g7! 


2-71 ARERI. EBEREN. BC 
FSAA, BÆ POEB, KEH S 作用 于 盘 缘 4 点 
处 。 杆 长 BC 二 11 ，BO ;= 二 1; 其 余数 据 如 图 示 (H,， L, oa， 
92)。 村 与 圆 副 之 重 并 以 及 匀 链 中 摩擦 力 略 去 不计， 试 求 在 
图 示 平 奖 位 置 时 ， 力 与 力 S 大 小 间 的 关系 . 


L1., sina 
' mawaq 1 i = 1 
F: S=F-Tir sina, 


° T 8 x Ap š. 


K 2-69 AnA 


2-72 三 铵 拱 受 集中 载荷 已 和 @Q 的 作用 ， 各 部 1 分 尺寸 如 
求 馆 链 8 处 的 水 平反 力 XB, 
AN $, xs==(1/4)(3Q 一 PP)， 方向 向 


E2- 


2-73 用 锐 链 联接 的 平行 四 边 形 4BCD， ANMAN 
ACMBDEH, AF203: T,, Ta, BUH. 
T, _4C 
T, -BD 
2_74 重 为 P 的 重 物 M HREH. AB-BC=CD 


~ 79 © 


一 DA4=4cm。 略 去 钳 的 目 重 , 求 物体 M 受 的 压力 。 
38, 0.4P 


是 2-73 图 


| ooa a 是 2-74 图 
2-75 在 复合 梁 4 开 上 寿 用 强度 ge=285N/m 的 均 布 载荷 ， 
HM =24kN - a 的 力 横 与 力 刀 = 6KN o=3m, REEN y 
RRJ. 
£, R.=3kN, R,=5kN; Ro=1kN, Rp=15kN; 
Ry y=18kN 7 o 


2P 


-ce | o | mi K 
| 人 
F 2—- 15 i | 
“2-76 ， 设 在 柏 架 上 作用 有 水 平 力 已 ,及 馈 熏 力 己 : 的 作用 ， 
AD=DC=CE=BE=DK=K#E, a=3Q:。 试 求 三 根 内 杜 
中 的 力 。 


P 


管 ， s1=— Pi/2; s=—s,=P,./ 3/6 
2-77 均 质 杆 A4B 长 度 为 4a， 放 在 一 内 壁 光 滑 的 国定 容器 
°“. 80 .. 


多， 这 容器 的 形状 为 一 旋转 抛物 面 。 如 抛物 面 的 方程 办 x 一 
2py， 求 杆 的 平衡 位 置 。 
A 当 2p 之 0 时 ， 只 有 一 个 平衡 位 置 9=0; 
当 2p 达 4 时 ， 有 两 个 平衡 位 置 ， 9=0 A 
0=arccos,/2p/a ` | 


题 2-77 图 


2-78 .在 图 示 机 构 中 ， 曲 柄 CO4 上 作用 一 力 偶 ， 其 滤 为 
M ， 滑 块 如 上 作用 一 水 平 力 已 。 机 枸 尺寸 及 位 形 如 图 示 ， 机 


Wb OY APA2S, A FHERR, RIBEMAHPLRR. 
Ñ : M= Patg20 


2-19 求 图 示 平 面 桥架 中 4C 杆 与 BC 杆 的 内 力 。 
ZÆ. Nao™[s 5 P, Nso=0 


2-80 KEREN, 长 1 的 均 质 杆 。 用 铵 链 连 成 一 个 六 
边 形 ， 其 中 一 杆 用 螺钉 固定 在 天 花 板 上 。 上 下 杆 的 中 点 用 一 
细 绳 4B 相 连结 ， 绳 长 为 Ge(c<210) ， 求 绳 中 张力 。 

x, T=3W 

2-81 两 重量 相等 的 小 环 能 沿 着 一 光滑 的 椭圆 铁丝 环 滑 
动 。 椭 图 的 长 轴 是 竖 直 的 。 两 环 由 一 线 连 结 ， 线 拱 在 处 于 上 
边 焦点 的 光滑 钉子 上 ， 证 明 ， 这 两 个 环 能 有 无 穷 多 个 平衡 位 
置 。( 提 示 , 只 要 证 明 线 中 的 张力 与 环 的 位 置 无 >, 张力 为 
常 值 ， 即 T=WW/e， WV 是 小 环 的 重量 ， e 是 椭 贺 的 偏心 率 )， 

2-82 忆 知 图 示 三 角形 结构 ,AB=AC=BC=46, 在 C 
点 作用 一 铅 直 作 用 力 五 ， 求 杆 .4 号 的 内 力 。 


£: S,=%š p 


z 2—80 El . 题 2-82 图 


2-83 ARABERA a WRAT, ERZ 
Au =tge, He<a, FRAM- RETAHME— EKO, j 
求 子 衡 时 线 与 斜面 的 最 大 倾斜 线 之 间 的 最 大 夹 角 o. 


. 82 o 


£, 0, I z=arcsin(#ctga) 
2-84 双 正 均 可 折 梯 立 在 地 面 上 ， 每 足 重 已 =100N， 长 
I=4 m。 梯 足 与 地 面 之 间 的 摩擦 系数 4=0.5, Z ABC= 
LACB=60°, RAH. mMmR—REW =800NK AME 
ERR, Bx KG EW K B FEF W.R T 433), 
答 ， hn. x= 2. 37m 


题 2-83 图 题 2-84 图 | 
”2-85 长 为 21 的 均 质 村 AB 搁 在 半径 为 + 的 均 质 圆柱 
体 上 ， 杆 灿 与 圆柱 轴 互 相 垂 直 ， 杆 轴 与 圆柱 重心 在 同一 些 直 ， 
平面 内 ，A 点 为 光滑 匀 支 ， 其 余 接 触 处 的 摩 氛 系 数 均 为 4。 

求 平 衡 时 杆 与 水 平面 的 夹 角 9 的 最 大 值 。 
管 ， gmnsx 一 22 一 =2arctg#(r/l<2n) 


题 2-85 图 


2-86 设 在 梅 架 上 有 饥 垂 力 王 :及 垂直 于 BC Ki P, tE 
H. WP,=sP, P,=4P, RRAK 2. SPRI. 


- 83 ° 


I. S =—15P, SatoP S,=— P 


Ini a 


SPM. AE 


-o 题 2-86 图 = 
2-87 WERRERATAPRBEHPIN, x EL 
RAITI, 2. 、5 中 的 力 ， 
: S= LE 5DE TIP) S = 2 F + ¿£ P, 
S,=—Z I(F+7/3P) 
2-88 设 在 征 构 上 有 载荷 作用 如 下 ，P, = 6kN. 
也 一 6w 2 kN、 P,=9kN, 入 痪 C 的 反作用 力 。 图 中 


a=1m, 


, Me= 6kN . m, Xo =3kN; yo=14kN 


P. 


题 ?-87 图 | | D ia 题 2-88 国 
1-89 BE 结构 上 有 载荷 作用 如 下 均 布 载荷 ， 其 强度 
为 ga=2kN/m; P=4kN; Pi=12kN, 其 方向 了 水 于 万 60° 
f; JBE 3EM=18kN - m, RREERH. 
Z. Ma=—24kN - m; X -=5kN. Y ,=3.8ËN; 


Ra=18.59kKN 
2-90 RERREAKYIP REEN: 作用 试 求 
CD 丁 及 CE 本 中 的 力 。 


x — 1 
e, Sop=(P2—P1)V 2/4; Sog” — (Pit Pa) 


O mem. Ë | V | ' J82—90 si: "a Ea 
2-91 两 相同 的 均 质 杆 ， 长 度 为 1， 重 为 下, 其 上 各 俐 用 
如 图 示 的 力 偶 放 ， 试 求 在 平衡 状态 时 杆 与 水 平 线 之 夹 角 03、 
Oza | u | | E | 
| 2, 0, =arccos- yT: 0, =arcoos WT 


2-92 kR AERAR 1 mM. L 图 


全 二 和 
Vo oj | 


题 2-91 图 | go AONT X + . w292 
e 85 ° 


示 。 物 体 4 重 已 ， 其 与 斜面 的 摩 氛 系 数 为 上， 斜面 的 倾角 为 
a, 鼓 轮 的 半径 分 别 为 r: 和 rz， 动 滑轮 3 重 w。 试 求 物 系 于 衡 
H, M ,和 jj 应 满足 的 条 件 。 略 去 轴 的 谭 据 。 
答 ， Qr, +2Prısina—2Pr, foosa<M  <Qr, 
- +2 pr sing +2Pr, fca, 
2-93 图 示 两 重 物 P,、 了 ; 系 在 组 强 的 两 端 ， 分 别 放 在 
倾角 为 a、B 的 斜面 上 ,绳子 绕 过 两 定 滑轮 与 一 动 滑轮 相连 ， 
动 滑轮 的 轴 上 挂 一 重 物 矿 ， 如 摩 六 以 及 滑车 与 旨 索 的 质量 咯 
去 不 计 ， 试 求 平 衡 时 PP 和 了 ;的 值 . : 
W. 


w 

: P = sma P =  2sin É. 

2-94 RH 04， 重 P,， 能 在 铅 垂 平面 内 绕 轩 定 饼 链 

0 转动 ， 此 杆 的 4 端 用 匀 链 连 住 另 一 重 忆 , 的 均 质 本 ， 在 4B 

村 的 3 端 加 一 水 平 力 下 。 求 平衡 时 此 二 村 与 本 平 所 成 的 8 a 
KÊ. x 


=; tzaz Pitaps ,| 


题 2-93 图 题 2-94 图 


2-95 两 重 物 ， 各 重 P1 与 P;， 第 在 一 强 两 端 , 借 另 一 重 


为 也 的 重 物 维持 平衡 于 两 斜面 上， 这 两 斜面 分 别 与 水 平 倾斜 
a 与 角 。 绳 子 自重 物 已 ,起 ， 跨 过 装 在 水 平 轴 上 的 滑车 0 而 


. 86 a 


ç, 


引 到 带 有 重 物 P 的 动 滑车 O， 然 后 再 跨 过 装 在 滑车 O1 轴 上 的 
另 一 滑车 O。， 终 而 延伸 到 重 物 P,。 如 各 处 摩擦 及 绳索 自重 


| AH. AREYP, 与 PP， 的 重量 。 


P 
E GE P =ni P: = eng 
2-96 ”一 均 质 杆 ， 长 为 1， ak Lumas. 而 无 


”摩擦 。 已 知 曲 线 为 椭 贺 f(x，y) 二 所 + 次 就 一 1=0 HH 


长 满足 条 件 1<20， 求 杆 的 可 能 的 平衡 位 置 。 y AIk 乎 。 
提示 ， 解 题 时 应 借 关 系 式 * 二 =acos9, y= bain 引入 = 
标 9 来 REE AEIR. | i 
答 ， 玫 位 符合 于 由 下列 方式 也 家 由 的 人 过 训 久之 
值 . | 
G) pi=27— Pas sinp a -了 (村 的 水 平 位 置 ) 


(2) /1 一 气 oos Qi Fp. mcos PTP. 
a 2 2 


题 2-96 图 


Www 


sin = 20 | g f 

2-97 ERRINA, YMAE OM k. E, 
杆 通过 可 以 转动 的 套 管 O0， 并 在 4 点 与 押 杆 40, 用 锐 链 相 联 
E, 村 40: 可 绕 D; 轴 转动 其 长 为 r。 重 物 重心 到 匀 链 4 的 
EBI. EHO, =h, 重 物 尺寸 及 村 自重 不 计 . ReH. 
之 狠 季 平衡 位 置 的 稳定 性 。 

B EM ri >h—r Bl, 平衡 位 置 为 稳定 ， l 
w r <hr 时 不 稳定 a 
2-0 .长 为 1 的 网 杆 进行 小 运动 ， BUG, x ) 来 表示 
小 运动 中 杆 端 的 铝 直 位 移 。 杆 的 位 形 由 广义 坐标 (z，0) 给 
定 ， 其 中 z 是 杆 中 心 的 铝 直 位 移 ，0 是 转角 . 试问 变换 式 是 
什么 形式 ? 试 就 作用 于 村 端的 已 知 力 计算 广义 力 Q。 和 Q。， 


B, o x, == z 8, X, = z + >10 


|` 
Q,=F,+F',, Q = FF) 


题 2-97 图 i 2-986] 


2-99 (1) 推导 图 示 系 统 在 平衡 位 置 时 的 8 角 的 方程 。 
(2) 已 知 玉 = 忆 /2， 求 相应 于 平衡 位 置 的 2 角 。 
Z£. 0 一 65 .1" 
2-100 两 杆 .4 与 BC， 怒 点 系 在 一 根 弹 竹 上 上 ， 弹 和 饥 的 刚 
度 系数 为 R。 当 杆 水 和 平时， 弹簧 没 变 形 ， 王 与 王 : 大 小 相等 ， 
方向 相反 ， 求 .图 示 位 置 为 系统 稳定 平衡 位 置 时 局 值 的 范 
H. x 


2 P<k1/2 


题 2-99 图 题 2-100 图 


2-101 水 平 杆 4D 系 于 两 根 刚度 系数 均 为 & 的 弹 锋 上 ， 

图 示 位 置 为 其 平衡 位 置 ， P 与 P' 大 小 相等 、 方 向 相反 。 试 

R: 在 下 列 两 种 情况 下 ， 该 平衡 位 置 是 稳定 时 P 值 的 范围 ， 
(1) #AB=CD; (2) #AB=2CD, 

I0a2—2al+ 1° | 


Æ. P<k 181 


”2-102 图 示 4B、BC 杆 ， 长 均 为 1， 而 不 计 重量 , 系 
在 刚度 系数 均 为 的 弹 筑 上 。 当 901 ==0, = 二 0 时 ,弹簧 未 变形 ， 
且 系 统 处 于 平衡 。 求 ， 稳 定 平衡 时 力 P 的 大 小 范围 


P 89 2 


2-101% | Wi 2-1026 x 
2-10 两 根 细 杆 ， 质 量 均 为 m， 长 均 为 1， 两 村 上 上 端 由 
销 子 相连 接 。 质 量 为 m 的 质点 由 系 在 二 杆 中 扩 处 的 两 根 无 质 
量 细 绳 巧 挂 (如 图 示 )， 假 定 是 平面 运动 ， 试 应 用 虚 功 方法 求 
出 在 0 二 9 过 5/6 区 闻 内 的 静 平衡 位 置 。 试 问 : 平衡 是 否 为 稳 
JE R? 
2-104 — J Rd AB. K2a, FB 3823269838 EL E2 H 


` JAN o 
A 1/4 N 
m m 


题 2~103 图 . 题 2-104 图 


i n 


接触 ， 并 靠 在 与 相距 为 5 的 光滑 固定 销 钉 上 ， 如 图 示 。 试 确 
定 杆 的 平衡 位 置 并 讨 其 稳定 性 。 

答 ， 9 二 cos-!1Wb/Ja 不 稳定 

2-105 质量 为 m1 ，ms 的 两 质点 4，,，A。， 用 长 为 {的 细 

线 相连 接 。 挂 在 光滑 的 固定 销 钉 8B 上，A, 铝 垂 向 下， A, 


在 与 线 在 同一 铅 垂 面 内 的 光滑 曲线 上 ， 不 论 4, 在 曲线 的 什么 
位 置 上 ， 都 处 于 平衡 。 试 问 该 曲线 是 何 形状 ? 


2-106 ”半径 为 ri 的 小 圆 球 ， 放 在 半径 为 +; 的 固定 的 大 
同 球 顶 上 ， 接 触 处 有 足够 摩擦 ， 不 致 产生 滑动 。 小 球 的 重心 
G 在 过 接触 点 铝 垂 线 的 正 上 方 1 距离 处 ， 如 图 示 。 试 讨论 小 
球 平衡 位 置 的 稳定 性 ， 

E port BE, +< tin, KRE 


rı T> 


(万 一 ;十 二 时 ， 其 四 阶 导 量 小 于 零 ， 仍 是 不 稳定 ) 


r 


题 2-105 图 题 ?-106 图 


2-107 一 圆锥 体高 k， 半 顶 角 为 a， 倒 放 在 水 平平 板 的 
. 91 ° 


* 02 ° 


2-1072] 


3658 FL 内 

(如 图 示 )。 i 

IAEN a, TRARA 
衡 位 置 PF i h 

M ， 并 讨论 其 稳定 
£, 圆锥 中 

| : 心 线 V 

Bj, l6a>—3RBsin2a, Wiii 

圆锥 中 心 线 倾 
RF, l6a<—3hsin2a, Be 


PA ABERE 
JJ ERN Pa 


一 、 基 本 理论 与 公式 


1. 达 朗 伯 原 理 


(1) 质点 的 惯性 力 。 质 点 的 质量 mm 与 其 加 速度 a 二 (r 
为 点 的 天 径 ) 的 乘积 ， 并 冠 以 负 号 ， 称 为 质 点 的 惯性 力 或 达 - 
妆 伯 惯性 力 : 
| = —ma=-m r (3-1) 

(2) 达 计 的 原理 。 由 个 质点 组 成 的 质点 系 ， 对 每 一 个 . 
质 氮 假 存 地 加 上 相应 的 惯性 力 ， 则 有 

F,+@é,+R,=0 (i=1, 2, =, N) (3—2) 

这 表 上 明 ， 质 点 系 在 运动 的 每 一 几时 ， 作 用 在 每 个 质 扣 上 的 主 
动力 五 ;, ， 约 束 反 力 吾 ,和 假想 的 惯性 力 5; 在 形式 上 组 成 平 
衡 力 系 。 这 就 是 质点 系 的 达 朗 伯 原 理 。 

应 用 静 力 学 平衡 条 件 有 


> m. (F, )+ Y mo Bi)+ Y rm (R, )= 0 


(3—4) 
T 93 E” 


解 题 时 要 用 投影 式 ， 即 
Srat Yht $ Ramo 


Pat Yot Sras 
š F + Yat Skamo 


> mz( Fi)+ > "(D+ > ma( Rs)=0 


(3-5) 


z i A ' 


Y= ) + > my( DPD; ) 十 $ R= 0 


5 Mm(F,)+ Yace, )+ 》 vao-。 
(3-6) 


2. 动力 学 普遍 方程 
对 于 由 人 个 质点 组 成 的 理 提取 面 约束 的 质点 和 有 


Y Cm, F ,HP ar (3-7) 


t=1 


或 表示 为 在 直角 坐标 系 中 的 解析 式 


N 
y (m 2 + F @ ,)óx  +( —mi iy FF, )óyi 


£ =1 
十 (一 mi z HFı2)ðzi}=0 (3-8) 
p 04 » 


这 表明 ， 在 任 一 瞬时 加 于 质点 系 内 各 质点 的 主动 力 和 惯性 方 - 
在 系统 于 该 瞬时 所 取 位 置 的 任何 虚 位 移 上 的 元 功 之 和 等于 


二 、 范 # 


例 3-1 均 质 杆 04 K2, EQ, URRETA 
OBE, TRO 点 在 铅 垂 平 面 内 转动 。C4 杆 的 A 问 系 一 软 
绳 ， 绳 子 跨 过 铅 垂 杆 0B 上 的 小 滑轮 B， 其 自由 端 挂 一 重量 
为 P 的 物体 。 若 铅 垂 轴 08 以 等 角速度 @ 转 动 ，O4 AARE 
线 所 成 的 定 角 p 其 值 为 何 ? 设 04=0B。 

[ 解 ] 取 04 杆 为 研究 对 象 。 杆 的 重力 Q@ 作 用 在 中 心 处 ， 
惯性 力 沿 O A 杆 按 线性 分 布 ， 在 距 匀 链 0 为 p 处 的 微 元 长 度 


dpi DE ospsingpdpA。 取 坐标 系 0Xy2， 使 oz 沿 转 - 


动 轴 ，O.4 在 oyz 平面 内 。 按 达 朗 伯 原 理 写 出 对 x 轴 的 力矩: 
方程 


例 3-1 图 


牙关 95 `a. 


Sm,(F)=0 
BH 


2a Q 
-| s 2 psing pcosgd p= 0 


Qasin — P2asin 289 


2 
完成 积分 后 化 简 得 
3Qgsing —6 Pgsin-” —2ÇQo asin? E = 0 


这 就 是 角 9 所 满足 的 关系 。 

例 3-2 均 质 链 条 长 1， 重 已 ， 今 将 其 弯 成 半径 为 的 圆 
周 放 在 一 水 平 粗 糙 圆 盘 上 。 贺 盘 绕 过 链条 所 成 圆心 的 铝 垂 轴 
作 勺 速 转动 ， 如 此 链条 所 能 承受 的 张力 不 超过 玉 ， 问 圆 盘 角 
速度 @ 为 何 值 时 才能 拉 断 链条 ， 

[8] 取 链 条 中 任意 微 元 , 其 张 角 为 49。 微 元 两 端 
所 受 张 力 荆 = 了 T', 方向 沿 圆周 切线 。 假想 的 惯 福 力 为 


P 
D= ger do, 方向 沿 径 向 离心 ， 微 元 T, T', 9 作用 


下 处 于 平衡 ， 即 
十 二 十 而 = 0 
将 其 投影 到 ox 方 向 ， 即 为 


odo P varna 
一 27 sin z + ol a2r2d0= 0 


Beinin 故 和 得 


o= /-18 T 
r? P 


当 了 之 F 时 ， 链 条 被 拉 断 ， 则 有 


o> y 19 F 
r° p 


例 3-2 图 


例 3-3 铝 垂 面 内 重 P 的 均 质 杆 48 在 图 示 位 置 从 静止 开 
始 释 放 ， 假 定 4 端 与 技 触 面 有 足够 大 的 摩 控 系数 以 阻止 滑 
动 。 求 4B 杆 刚 释 放 时 的 角 加 速度 :， 在 4A 处 的 法 向 反 力 和 NN 和 
ERDF, URERA f 的 最 小 值 。 

[E] 取 A4B 村 为 研究 对 象 。 重 力 吕 作用 于 质心 C，A 上 后 . 
有 法 向 肥力 NN 和 摩擦 力 ， 因 A8 杆 作 平 面 运 动 ， 了 让 有 作用 
于 质心 处 假想 的 惯性 力 卫 #。， y 。 和 惯性 力 偶 夭 全 , 
方向 如 图 示 。 取 坐标 系 Axy 使 4B 杆 在 Axy 平 面 内 ， 按 照 达 : 
月 伯 原理 ， 可 列 出 如 下 平衡 方程 


2X =0, F- e = 0 (1) 
_ P .. _ 


Zm. F )= 0, —N--cosp+ F- sinp | 


PLP ` 
izg? 7O (3 


运动 学 关系 为 


| w 
| 


I . ， 。 
Xo =. CSP, Ès =— — P smp 


9 
dd 


t=- (9 sinp + p° coso ) 


I . . ' 
ye 一 SI 外， Y o = 。 pP COSP 


= (peop — P?sinp) 
将 9 一 60" ,9 = 0 代入 上 式 ， 得 4B 杆 刚 释 放 时 的 关系 
. | _ [x3 . a4 _ [ .. | | . . | 
x ZÍ 一 iP, y. = 9 ( 4) 
将 (4) 分 别 代 入 (1) 和 (2)， 得 
F=- Spy, N=P+ =o (5) 


将 (5 ) 代 入 (3)， 并 将 (3) 中 9 以 60' 代 入 ， 得 


3 Plg ! V3 
-(P+ mars UE PS 2 
Pi? * 
“izg O 
由 些 解 得 
= — 39 
Ta Ce) 
将 (6) 代 入 (5)， 得 
F=3⁄3p N=l!3p (7) 


16 ] 
将 (7 AA D3ORPEF< fN, 得 
. 98 ° 


pp >N 3 gf @ = 2A (8) ` 


例 3-3 图 


例 5-4 一 均 质 细 杆 .48B， 
长 为 249， 质 量 为 时 。 今 用 长 为 
I 的 轻 细 线 将 杆 的 A 端 与 固 定 
上 0 相连， 并 将 杆 挂 起 。 线 与 
杆 保 持 在 同一 坚 直 平面 内 ， 这 
平面 以 等 角速度 绕 过 o 扩 的 竖 
直 轴 oz 转动 。 线 、 杆 与 oz 轴 
(方向 向 下 ) 的 夹 角 分 别 用 6 和 
9 表示 。 求 证 ， 当 杆 处 于 相对 例 3-4 图 
平衡 时 ， 有 x 

3i( tgp —tg0 )sing =a( 4tg0 — 3tg@ )sing 

[证 明 ] 取 AB 杆 为 研究 对 象 。 重 力 几 gg 作用 于 质心 处 ， 

A 处 的 均 束 反 力 丁 沿 绳 方向， 惯性 力 深 AB 杆 线性 分 布 , 在 距 . 


"99 。 


4 点 距离 Pp 处 微 元 段 d4P 的 惯性 力 为 2 oz(fsing 十 psing dp 


取 化 标 系 o0xyz2， 使 48 杆 和 0.4 线 在 竖 直 平面 0xz 内 ， 按 
ABARREK HIEM H E 


Sman o 0 
-Mgasnp+ | “0 ©’ (Isin0 + psing) Peospd P = 0 


(1) 
Smayl F ) 一 0 


— M g(asir 9 + Isin0) +] | os (Ising + psing ) 


x (lcos0 + pcosg)d p= 0 (2) 
由 (1) 解 得 

r= sino 十 全 acosg (3) 
< 2) 与 (1) 相 减 ， 


— 9 Icos0-+ 


比较 (3) 和 (4) 得 
3i (tgp —tgð)sing =a (4tg9 — 3tgp )sing 

例 3-5 质量 为 咱 的 小 球 串 在 光滑 铁丝 上 。 铁 丝 的 形状 
征 一 抛物 线 ， 在 opz 平 面 中 的 方程 为 P? 一 2az， 铁 丝 以 匀 角 
速度 @ 绕 馈 垂 轴 转 动 ， 试 用 达 朗 伯 原 理 列 出 质点 的 运动 微分 
方程 。 

[ 解 ] 取 小 球 为 研究 对 象 ， 质 点 在 重力 P(P=mg)， 约 
REJN BEREH O Du=mpo) D: (D:-=m2) MO, 
《Bs 二 mp) 作 用 下 处 于 平衡 。 达 朗 伯 原理 给 出 

P+N+O@,+®,+®,=0 (1) 


ir 


(4) 


=< 100° 


将 (1 ) 投 影 在 抛物 线 在 该 点 的 切线 方向 ， 有 


(mpo2— mp )cosa —m( g+ 2 )sina =0 (2) 
由 约束 方程 知 x 
-22 p | 
tea = dp a ( 3) 
H 
z =- (p?+pp) (4) 


将 (3)、(4) 代 入 (2)， 并 简化 得 ， 
(a?+p?)p+pp 2? 十 ap( 9 一 ao2 ) 一 0 


例 3-6 薄片 重 P, bq 2 3 
平面 内 ,其 o 扣 与 匀 链 相连 ， 经 
过 0o 点 作 ， oy 轴 ， 并 使 薄片 绕 此 Hh 
以 等 角 速 @ 转 动 。 如 薄片 重心 c 与 0 
RAWEA., REH Soy 所 成 之 
3⁄4, 

[ 解 ] 到 薄片 为 研究 对 象 ， 重 
力 吕 作用 于 重心 。。 设 薄片 面积 为 
$s, 则 微 元 面积 d xd y 的 惯性 力 为 例 3-6 图 


e 101 >» 


= -二 dxdyosx。 于 是 ， 按 照 达 妥 伯 原理 ,可 写 出 对 oz 畏 的 


NEHE 
Em:(F)=0, 


Pasinp— pfi o*xydsdy= 0 
pp 
Pasinp— o?||xydm=0 
EASy = fífxydm, W 


sinp =p- Js: 

例 3-7 一 质量 为 m 的 小 珠 可 
运动 在 光滑 水 平 贺 线 上 , 开始 时 
停 在 4 点 。 然 后 ， 让 线 在 目 身 平面 
内 以 角速度 o 绕 过 4 直径 的 另 一 端 
色 速 转动 。 研 究 小 珠 的 运动 ， 并 证 
明 在 时 间 上 后 小 珠 对 线 压 力 的 水 平 
分 量 是 

2mao2(3—2chot) ` 

ch2*ot 


例 3-7 图 
[ 解 ] 首先 用 达 朗 伯 原 理 列 写 小 珠 运动 方程 。 将 小 珠 放 
在 一 般 位 置 M， 它 在 重力 m&、 铝 重 反 力 N' 、 水 平反 力 N ， 
HAREID, (O, = ma0 ), @,,(@,,=ma0 ?), E 
WEND. (D. =m? - zas ME RR HD, (0= 


2moa0 ) 作 用 下 处 于 平衡 。 将 这 些 力 在 圆周 的 切 向 和 径 向 上 
投影 ， 由 达 贿 伯 原 理 给 出 
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— mað —mo? 2a cos £ sin 人 一 oo (1 ) 


N 一 mab? 一 2maog 一 mos2acos -cos = 0 | (2) 
由 (1) 得 _ | 
6 二 ozsing 一 0 《3 ) 
其 次 ， 求 解 小 珠 的 运动 。 现 在 积分 (3)。 因 开始 时 ， 小 
珠 停 在 4 点 ， 有 wa 二 0， 即 


20a + a0 = 0 
由 此 解 出 运动 初始 时 的 相对 角速度 6。: 
0 一 一 20 x (4) 


用 :一 0 0=0 =—2>o, #53), 得 
j? —4o cost = 0 (5) 
注意 到 (4)， 得 
0 


= — 20008-7 (6) 
#Ht=0, 0=0 =0, 积分 (6)， 得 
In tg( 2+5) 一 一 ai 
pJ 
osts (7) 


最 后 ,将 (6) 和 (7) 代 入 (2)， 可 求 得 线 对 小 珠 压力 的 水 平分 
= | 


N 一 2maoz( 30052-2 一 2cos 二 ) 
Lo „2 3—2chot 
=ama chot 


..1 03 .. 


例 3-8 ”如 机 车 的 拉力 为 ,列车 作 等 加 速 运 动 ， 而 总 
岩 擦 系数 为 1， 求 列车 ,车 肛 间 接头 的 拉力 。 

[ 解 】 取 全 列车 为 研究 对 象 ， 则 主动 力 有 机 车 拉力 玉 ， 
全 部 车 朋 重 力 P， 不 打滑 的 最 大 静 滑 动 摩擦 力 为 fP， 若 列 
车 加 速度 为 4s， 则 假想 惯性 力 为 Pa/g， 按 达 朗 伯 原 理 可 写 上 出 
在 列车 前 进 方向 的 力 的 平 称 方 程 


F—fP——a=0 《1) 
再 取 前 面 h 市 车 月 为 研究 对 象 ， 主 动力 有 拉力 FF， 前 和 节 车 


肌 重 力 王 ,和 挂钩 拉力 ss， 此 时 摩擦 力 为 F 忆 ,， 假 想 惯 性 区 
为 Pisa/g， 同 样 可 写 出 力 的 平衡 方程 


F—s,— fP,= 0 (2) 
由 (1)、(2) 消 去 
=F -_ P, 
当然 ， a EB EUR: BHRIEƏS3SUkOa(. 
_ — a 
f AP 一 一 
例 3-8 图 


例 3-9 转动 惯量 为 了 的 飞轮 可 以 在 水 平面 内 绕 通 过 o 点 
的 铝 直 轴 自由 地 转动 。 质 量 为 m 的 质点 由 弹簧 系 于 点 o， 弹 
筑 刚 度 为 &， 原 长 为 x。 质 点 可 在 飞轮 的 径 向 槽 内 无 摩擦 地 
滑动 。 试 用 达 朗 伯 原 理 求 出 以 坐标 (x，6) 表 示 的 运动 方程 ， 
证 明 这 些 方程 中 有 一 个 表示 总 动量 矩 守 征 。 

. 104 ， 


[ 解 ] 取 飞 轮 和 质 反 为 研究 对 象 ， x、9 为 广义 坐标 。 
质点 的 惯性 力 有 ， 论 连 离心 惯性 力 m9*《%x0o 十 x)， ZÆ UJ BJ 
惯性 力 mo (z +x) ,相对 运动 惯性 力 m#, 哥 氏 惯 性 力 2m6z。 
根据 达 朗 伯 原 理 ， 对 飞轮 -质点 系统 可 写 出 对 o 轴 的 力矩 方 
FE 

=m (F)=0 

Je 十 m0 (x, +x)?2+2m0o;(OoÓ + x)= 0 
即 | 

[J+m(x + x)2 ] 0 +2m(x + xX) 0 (1) 
再 取 质 点 为 研究 对 象 。 此 时 ， 质 点 除 受 惯性 力 外 ， 还 受 漳 性 
恢复 力 &x 作 用 ， 于 是 在 ox 方向 可 写 出 力 的 平衡 方程 

mÅ? (x, + x) —m£—Pbx=0 
即 

m —m(x, 十 X)02 十 8X 一 0 (2) 
方程 (1) 可 积分 为 

J6 十 mi(xX0o 十 X)26 一 const 
这 表示 飞轮 一 质点 系统 对 o 轴 的 动量 矩 守恒 。 


mal x, +X) 
kx mx] mht > 
ii 


2m8x 


例 3-9 图 
例 5-10 ”如 图 已 知 Pi = 二 20N， P =30N, P= 40N, #F 
轮 与 强 重 及 轴 上 摩擦 均 不 计 ， 试用 动力 学 普遍 方程 求 三 个 重 


° 'F05 s 


物 的 加 速度 ， 
[81 取 整 个 系统 为 研究 
对 象 。 系 统 约束 条 件 为 
yitar + y, + Tr | 
+2(y—s)+Zr,=L 
故 系 统 有 两 个 自由 度 。 对 上 式 
取 变 分 ， 并 求 导 得 
6y1+6ys+26y=0 
jy =— a I 


(1) 
y Hy ,十 2y = 0 
wass (2) 
ee P= ha, o= 
根据 动力 学 普遍 方程 有 
[P,— ta, Jy + (Ps— ta, ) By, 


将 (1)、(2) 代 入 (3)， 得 


Pi plà pp E er ras | 
|P, — ta, (2+7 5 ) lay 


P a,+ | 
+|P.— Za z [P+S g 2 2 š Ste )|ay, =o 


因为 yi 和 ys 是 独立 的 ， 故 得 


g 2 
P, —ËP: _ piata) o (5) 
2 g 2 2 p g 9 — 
RA Pi, P,#MIP2/8, W 8 
a= —9, a, =. g x Ce) 
将 (6) 代 入 (2)， 得 
o= 一 ii9 (7 ) 


本 题 亦 可 用 给 出 特殊 虚 位 移 的 方法 来 求解 。 先 令 0yas 
一 0,6yiss 0 ， 则 63 一 一 于 6y1， 动 力学 普遍 方程 给 出 


(Da) or+( -Be (=a, )=0 
(8 ) 
Fó i= 0, y= 0, Woy = — ó, DIFER JT 
程 给 出 


pa) +(P-2a (be) 
x (9) 


联合 (8)、《9) 及 (2)， 便 可 解 出 c: afa, 
| 例 5-11 —WIKARP, STREE- X EE B A n 4p 
长 的 绳 使 一 轮 C 沿 轨道 滚 而 不 滑 。 绳 子 跨 过 定 消 轮 刀 并 绕 在 
半径 为 开 的 动 滑轮 上 , 动 滑轮 固定 地 装 在 半径 为 * 的 C HHE, 
“107o 


两 者 共 重 @， 对 中 心 0 的 惯性 半径 为 p。 试 用 动力 学 普 遍 方 
程 求 重 物 .4 的 加 速度 . 

[ 解 ] 取 整 个 系统 为 研究 对 象 。 因 为 轮 C 在 轨道 上 纯 深 
动 ， 故 重 物 A 的 位 移 s 与 轮 C 的 转角 9 间 有 关系 


s=(R—r)9 
取 变 分 并 求 导 得 
6s=(R—r)69 (1) 
a=(R—r)e (2) 


重 物 .4 的 惯性 力 为 o=o, BACI ORREN 
鲈 ,一 Qr2s/9 ,惯性 力 侦 矩 为 Qp?2/g, 根 据 动力 学 普遍 方程 ,有 
i | [P—- a Jas- S (p*+r?)eop= 0 ( 3) 
将 (1) 和 (2) 代 入 (3)， 得 
(P-£o )(R—r) 0 到 (ps 十 2 s p= 0 
g g R—r 
得 此 解 得 


P(R—r)? 
"= PR-r) FAtr) 
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例 53-12 HEQ, ENPRE ECES. WER 
块 上 有 水 平 力 下 作用 ， 且 a= 二 45” ， 不 计 摩 擦 ， 试 求 杆 的 加 束 
度 。 | 
[81 取 枫 块 4 和 铅 垂 杆 BC 为 研究 对 象 ， 有 如 下 的 运动 
学 关系 ` 
Spa == só, tgd = S, (1) 
ase=adtga=a, (2 
模块 4 的 惯性 力 为 @  =Qa,/g , F BC ñ Ë PE JJ A ó, = 
Paso/g， 由 动力 学 普遍 方程 给 出 x 


(F—Sa,)8a s —[ P+ ano Jösre=0 (3) 
将 (1)、(2) 代 入 (3) x 
(F— ooo )óss = [ P+ Taso )ssso=0 
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三 、 习 Æ 
5-1 重 为 了 的 小 RERE 平面 NES RIN RS 


一 二 一 1 形状 的 光滑 念 属 丝 运动 . 求 小 环 在 BODAN Z 


属 丝 的 压力 。 假 定 小 环 在 位 置 4(cw15，450) 时 速度 等 于 零 
ox 轴 党 水 平方 向 ， 


$. N=P( +e) 
3-2 EJ PRIRURA EEE h A 成 Ri MŽ 
+Y. =1J KB P T.I BJA A(0, 2b)JFkRR FEF, oy; 


铅 垂 轴 。 不 计 摩 氛 。 求 在 B(a，5) 和 0(0,，0) 扩 球 对 管子 的 
压力 。 | 


2, Na 一 2P 五 No=P(1+427) 
3-3 重 为 P 的 小 环 沿 弯 成 悬 链 线 y=ach(x/a) 形状 的 
光滑 金属 丝 从 高 4 十 h 处 无 初速 地 开始 下 滑 。 求 小 环 运动 到 最 
低 点 时 对 金属 丝 的 压力 。 
#, N=P (1 +P) 
3-4 E Pwy 946 W p EEES JÑ y=a5x-2/2 
形状 的 管子 内 运动 ， 略 去 摩擦 。 求 小 球 运动 到 点 B(a，a/2) 
时 对 管子 的 压力 。 假 定 小 球 在 A4(a/2，2g) 位 置 时 速度 等 于 
= 
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3-5 重 为 已 的 箱子 由 四 根 钢 索 固定 于 敞 车 上 ， 箱 紧 著 - 
n 4。 把 箱子 看 作 是 高 为 有 长 为 1 的 均 质 平行 六 面 1k, k 
刹车 时 两 条 钢 索 的 张力 了。 假定 减速 度 为 a， 每 根 钢 索 与 水 
平面 的 夹 角 为 0 g 


O P ha—lg 
š s 8 F: ‘= AcoSw 十 JSina 
5-6“ 重 为 忆 的 物 块 4 沿 置 于 光滑 地 板 上 的 称 子 的 光滑 针 
面 上 洛 动 。 求 4 角 多 大 时 ， 模 子 对 墙 压力 最 大 ， x 
管 ， 4 一 45 


是 3-6 图 


3-1 长 10cm 的 AB 杆 固 连 于 铅 秋 轴 上 。 杆 与 铝 垂 轴 的 
夹 角 wx 一 60  。 重 为 2N 的 小 球 固 连 于 丁 的 4 端 , 杆 绕 oo, $h 
习 速 转动 ， 转 速 为 300r/s。 求 杆子 的 拉力 。 不 计 杆 重 . 
| | £, 14,1N 


5-8 n PAS AWp 36 C Fk. HAEE 
Ë 8 F3F38 R 8 22 @ 半 径 为 > 的 均 质 圆 柱 体 。 当 鼓 轮 制 动 
时 ， 其 角 减 速度 为 <。 求 固定 端 0 处 的 附加 动 反 力 . 
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是 3-7 图 题 3-8 图 


3-9 重 为 书 的 物体 4 沿 与 铝 垂 面 夹 角 为 5 的 悬臂 梁 清 动 ， 
不 计 梁 重 和 摩擦 ， 求 用 距离 04=S 表示 的 固定 端 4 的 动 反 
力 。 


>, X o= Psin2a Y = Psin2a ,M = Psina 
5-10 EA PP 的 均 质 圆柱 沿 与 水 平面 夹 角 为 a BJ AK E 95 
作 无 滑动 的 滚动 ， 不 计 梁 重 ， 求 用 距离 04=S 表 示 的 国定 
端的 动 反 力 。 


2E. X o=—Psin2a Ye=P(1—Żsinta) 


M = pScosa 


题 3-9 RA 3—10 


3-11 重量 分 别 为 P, 和 P 的 物体 M， 和 M :用 跨 过 理想 
消 轮 的 不 可 伸 长 的 绳子 相 联结 。 略 去 杆 的 重量 ， 求 CD 杆 所 
受 的 力 。 假 定 AC=a, AB=b, ZACD=a, 
管 ， S= 一 全 :2 b _ 
| P +P, asina 
5-12 为 了 提升 重量 为 P JPK A, EWR ERRI 
LM JHFES EM @OEBJSA EE S P I, W HU RESECSUQ, HAE 
访 半 径 为 > 的 圆 简 面 均匀 分 布 。 咯 去 强 重 及 轴 上 的 摩擦 ， 求 


绳子 的 拉力 及 支 座 B 和 C 上 的 压力 ， x 
— M+Qr p wiv = 1| 
8, T= piore Ns= No >|P, 
M+Qr 
TPO P | 


KK 3—11 E] 题 3-12 图 


3-13 质量 分 别 为 mi 和 fm 的 质点 M mM MAETR 
村 的 两 端 ， 杆 固 结 在 以 匀 角 速度 w 转 动 的 轴 上 并 与 轴 垂 直 。 
求 在 轴承 4 和 B 上 的 附加 动 压力 。 假 定 4C=a, BC=b, M， 
C=l,, CM ,=1,. 


= mili —ml, 2 —m l —tm l, o 
管 ， Ra a+b a b; Rhmls a 


3-14 无 重 杆 A4A, 和 BBl 固 结 在 以 匀 角 速度 @ 转 动 的 轴 
. 113。 


上 。 在 杆 的 来 端 分 别 固 连 质量 为 m; 和 mm 的 物体 4 和 瑟 。 求 辖 
KCHDS RJ. 假定 A,C=a, A:Bı =c, Bı D=b, 
AA =k, BB: =1,. 
_ ml, (b+c)-+m,l.,b 
E: Ro= bo O 


一 m l a+m,l,(a+e) 2 
Ro a+b+c o 


m 3—1 3] 题 3-14 图 

5-15 ”质量 为 M 高 为 五 的 抛物 线 弓 形 均 质 薄 板 ， 固 定 在 
匀速 旋转 的 轴 上 。 为 了 消除 轴承 上 的 附加 动 压力 ， 需 要 在 离 
轴 多 大 距离 处 附加 质量 为 如 的 质 反 。 


H: 


管 ， h=Ż H 


3-16 E2ahñFRAB585 R 3 84 BJ ya 3 b) 2J fB yE BE o 85: 


题 3-15 图 | o 3- 
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动 。 两 根 各 长 为 ! 的 均 质 杆 用 球 匀 链 连结 在 43 杆 的 两 端 。 求 


角速度 % 与 杆 相 对 铅 垂 线 夹 角 4 的 关系 。 
| ao o= 3gtga 
A: 3a-F2Isma 


5-17 重 为 二 长 为 ;的 均 质 细 长 杆 4B Hy HAKAE 
辐 垂 轴 上 。 杆 的 刀 端 与 弹簧 BC 相连 ， 弹 簧 的 C 端 装 有 光滑 无 
重 小 环 ， 小 环 可 沿 轴 清 动 ， 系 统 以 匀 角 速度 @ 绕 轴 转 动 。 求 
a 角 与 角速度 @ 的 关系 。 设 弹簧 刚性 系数 为 c， 弹 簧 原 长 为 
0.51. 
cl(2sina—1)— Ptga 

2 Pisma 

3-18” 重 为 P 的 均 质 杆 48 可 在 铝 垂 平面 xoy 内 绕 水 平 轴 
oz 日 由 旋转 。 杆 处 在 稳定 平衡 位 置 时 平行 于 oy 轴 的 力 下 作用 
TFR D 护 。 求 运动 开始 时 丁 : 对 轴 的 压力 。 设 04=BD 
= AB/6. 


答 : @2=3g 


F 
í 


5, N ,=P, Ny= 


题 3-17 图 | M3- eM | 
3-19 APRII AEE T R E ys 3 AR &% RK 
. 115. 


.在 支 座 4 和 已 上 。g 一 20， 求 当 移 去 支 座 4 时 板 对 支 座 召 的 压 
力 。 x 
Æ., N=0.5P, 58E ke qaa =arc cos0.8 
3-20 EX 局 的 数学 皖 ， 由 偏离 平衡 位 置 p。==60° 角 处 
无 初速 地 释放 。 求 长 为 /的 无 重 杆 04 固定 端 处 支 反 力 的 最 大 
分 力 。 


£F, X =0.84P, Yo=2P; M =2Pl 


题 3-19 图 题 3-20 图 


3-21 质量 为 m 的 点 在 半径 为 + 的 光滑 的 固定 圆 环 内 滑 - 
动 ， 圆 环 位 于 铅 垂 平面 内 ， 试 用 达 朗 伯 原 理 及 约束 方程 证 明 
质点 的 运动 方程 为 ， 
yz 一 XYy 一 gx 二 0， 其 中 g 为 重力 加 速度 。 
3-22 ”质量 为 2m 的 点 4 和 质量 为 m 的 护 B， 用 长 为 /的 无 : 
y 


质量 杆 连 在 一 起 ， 质 扣 4 受 到 约束 ， 只 能 灌水 平 的 x 轴 运 动 ， 
而 质点 B 仅 能 沿 铅 直 的 y 轴 运动 ， 试 利用 达 朗 伯 原 理 证 明 运 
动 方 程 为 ， 2y2 一 xy 一 gx 二 0， 式 中 g 为 重力 加 速度 . 

3-23 飞轮 的 转动 惯量 为 /7， 能 在 水 平面 内 绕 过 0o Wj 
直 轴 自由 地 转动 。 质 点 m 可 沿 飞 轮 之 径 向 桶 无 摩擦 的 滑动 ， 
并 用 一 系 于 o 点 的 弹簧 支承 住 ， 弹 簧 原 长 为 Xe， 弹簧 常数 为 
k， 试 利用 达 朗 伯 原 理 求解 质点 的 运动 微分 方程 ， 表 成 x、098 
的 贸 数 :并 证 明 其 中 有 一 个 方程 表示 系统 的 动量 矩 守 乒 。 

x 答 ， 一 kx 一 m2 十 m(x 十 x0)0?= 0 
2m(x+x)# 0+m(x-- x) 
x0+J0=0 

3-24 ”两 均 质 杆 各 重 P， 在 图 示 位 置 从 静止 开始 释放 ， 
求 此 瞬时 4 处 的 反 力 ， 已 知 系统 在 铝 垂 面 内 。 


答 ， X ,=0, Y ,= ZP 


题 3-~23 图 题 3~?24 图 
5-25 ”质量 为 m 的 小 物 块 固 结 在 环 的 B 点 ， 环 的 质量 也 
Im, EAr, 系统 从 静止 开始 运动 ， 开 始 时 只 深 不 滑 ， 且 
AB 为 水 平 。 求 环 的 角 加 速度 和 B 所 的 加 速度 。 
= 2 


Z, e=- a p = 
a: 4r B 4 


q 
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3-26 KERREÆL, WRI RRE P £ ECH D . 
Rk; CD=8m, AC=3m, #z#E#63E320kNBR839B, WE 
物 以 0.5m/s:* 的 等 加 速度 上 升 ， 试 求 支 座 C 与 D 上 由 于 惯性 
力 而 引起 的 附加 压力 。 
| ZŒ. 637N: 383N 


题 3-25 图 m 3-28] 


3-27 ”汽车 的 重量 为 P， 以 加 速度 w 作 直线 运动 。 如 汽 
车 重心 c 距 地 面 之 高 度 为 &， 求 其 前 后 轮 的 铅 垂 压 力 。 汽 车 之 
前 后 大 轴 到 通过 重心 之 垂 线 的 距离 分 别 等 于 4 与 b。 

问 汽车 该 怎样 行驶 ， 方 能 使 前 后 轮 的 压力 相等 ? 
P(gb—wh) N _P(ga+wb) 


i 


gla+b) ' ° ° g(at+b) 


当 汽车 以 减速 w=g “二 制 动 时 。 


3-28 一 复 滑 车 如 图 所 示 。 问 当 重 为 @ 的 重 物 用 此 滑车 
来 提升 时 ， 重 为 P 的 另 一 重 物 以 多 大 的 加 速度 轨 下 降 ? 又 问 É 
在 何 种 条 件 下 重 物 P 作 等 速 运动 ? 滑车 与 绳 的 质量 均 不 计 ， 
重 物 Q 的 加 速度 是 重 物 P 的 加 速度 的 1/4。 


4a PQ P 1 
E: w=49 PO ' Ó 4 


w N = 


H: 


..118 °. 


Fas A 
- =". b 
tatit E -= 


3-29 ” 重 为 P、 顶 角 为 24 的 光滑 尖 臂 将 静止 在 光滑 水 平 
桌面 上 的 两 木 块 向 外 推 和 天， 每 一 木 块 的 重量 为 P;。 写 出 尖 
劈 与 木 块 的 运动 方程 式 ， 并 求 出 尖 辟 对 每 一 木 块 的 压力 。 

B: 尖 劈 运动 方程 式 为 


— ut Petga | 
° ， 其 中 wg potzat2p tea ` 
木 块 的 运动 方程 式 为 
— mi P 
Sı ， 其 中 wi 二 =g Pctga +2P, tga” 
压力 Ns PP O 


 (Pctga +2P,tgajDcosa 


题 3-28 图 题 3-29 图 


5-30 ”半径 为 20cmm 的 均 质 圆 盘 按 规 律 p= 31? 线 轴 转 动 ， 
此 轴 垂 直 于 盘面 而 通过 圆 盘 中 心 ， 如 加 盘 的 切 向 惯性 力 的 主 
FTON- cm， 求 圆 盘 的 重量 。 


a 119. 


3-31 长 为 1{， 重 为 的 物质 下 杆 以 等 角速度 线 固定 轴 0 
CERE GE) 转动 ， 转 出 一 个 以 O A 为 轴 而 顶点 在 0 的 圆锥 面 。 


试 计算 杆 离 铅 垂 方向 的 偏 角 ， 以 及 杆子 在 匀 链 O 上 的 压力 
N, 


Ar 3g 
。 一 CCOS yy? 


一 les i+ +t 

3-32 尖 辟 4 重 P， 角 为 a， 此 尖 辟 一 面 靠 在 光滑 墙 上 ， 

男 一 面 靠 在 重 为 Q@ 的 光滑 笋 柱 世 。8 可 党 园 定 水 平面 作 无 摩擦 

的 涓 动 。 求 类 劈 及 棱柱 的 加 速度 ww 及 wml:， 又 求 尖 臂 对 和 棱柱 施 
加 的 压力 NN。 


P Ptga 
m: OS P+Qtgta ° ' Pi+Qtgia ° 
N= paia 


43-31 W RA 3-32% 


3-33 直角 尖 劈 重 已， 其 角 为 g， 放 在 光滑 水 平面 上 , 另 
一 重 Q 的 物体 沿 尖 劈 无 摩擦 地 滑动 。 求 此 系统 的 运动 ， 又 求 


120: 


er re 
— EEEE ri pr 


Si 


水 平面 上 的 压力 及 物体 对 尖 劈 的 压力 。 
B.: RE WME E m=; P-LOsinza) g 


kanmi papim wm =E g 


P(P+Q) 
P+ Qsinz a 


物体 对 尖 臂 的 压力 N i= raza 


kim EJE N= 


3-34 ”长 为 2a 之 均 质 杆 4B 可 线 滑 块 4 转动 ， 清 块 4 则 沿 
甘 定 铅 垂 线 向 下 滑动 ， 其 如 速度 w 三 9， 开始 时 村 与 £B 垂 线 
夹 角 9 二 9o， 如 Po 其 小 ， 求 杆 在 铅 垂 位 置 附近 作 微 小 振动 的 


Ti — y | ! 
E p +o =o, 7 一 2 30a) 


题 3-33 四 f | 题 3-34 图 


3-35 AB 杆 重 P 长 xo，A4 端 有 滑 块 。 今 用 强 拉 此 滑 块 使 
其 沿 水 平 直 线 ox 运动 。 如 欲 使 杆 绕 4 以 等 角 速 @ 顺 时 针 方向 
转动 ， 滑 块 4 应 有 何 速 度 ? 如 开始 时 9 二 9， k 9 之 函数 
表示 此 速度 0， En I 


“121 e 


-9 1 Po 


2 y = 
R i: © sinp 


3-36 ”两 均 质 杆 OA 与 O08 各 重 P， 用 匀 链 O 连 在 垂直 杆 
OC 上 ,其 4 与 B 端 又 用 不 可 伸 长 之 强 ( 水 平 ) 连 在 杆 之 C 扩 ， 
三 角形 A408 开始 以 等 角速度 @ 绕 OC 轴 转 动 ,如 0A4=08=46。 
AC = 二 CB 二 1!， 求 强 之 张力 T， 


题 3-35 图 | 题 3-36 加 
3-37 均匀 直角 等 腰 三 角形 4BC 重 已， 其 顶点 4 铵 接 于 
一 国定 锁 垂 轴 上 ， 顶 点 C 连 着 一 环 套 在 此 轴 上 ， 此 三 角形 由 
于 惯性 以 角速度 @ 绕 此 轴 转 动 ， 如 欲 使 C 点 的 反作用 力 等 于 
零 ， 角 速度 @ 之 值 应 为 多 少 ? 并 求 此 时 4 点 的 反作用 力 ， 


€: °=, JT R,= 2P 
l 3 
3-38 物 块 4 和 号 没 倾 角 a= 30 的 斜面 滑 下 。 设 物 块 的 


重量 分 别 为 六 4 一 100N 和 刀 s 一 200N， 物 块 与 斜面 间 的 动 摩 所 
系数 分 别 为 f4= 二 0.15 和 fs 二 0.30。 求 物 块 运动 时 相互 之 间 的 


° 122 ° 


x a EE aati. om 
aar aaa a, a a A a aa ee 


EJ. 
x, F=8.71N 


题 3-37 图 | 题 3-38 图 
3-39 两 重 物 已 =20kN 和 Q=8SkN， 连 接 如 图 示 ， 并 由 
拒 动 机 拖 动 。 如 电动 机 转子 所 带动 的 绳 的 张力 为 3SkKN， 不 计 
捐 轮 重 ,， 求 重 物 P 的 加 速度 和 绳 FD 的 张力 。 
Z.: wp 一 37.7cm/s2 Tpp=10.38kN 


期 3-39 图 


“123S，。 


3-40 ”两 杆 各 长 为 5，， 重 PP， 垂直 地 四 结 在 铅 垂 轴 APB 
上 , 且 与 轴 在 同一 平面 内 ,两 杆 间 的 距离 为 e。 已 知 ;，AB=/， 
AB 轴 的 转动 角速度 为 。。 求 轴承 殷 和 8B 的 动 反 力 。 

3-41 四 个 重量 均 为 PHEW, MAMER, WTL 
一 定 滑轮 4， 其 中 三 个 重 物 放 在 光滑 的 水 平面 上 ， 第 四 个 重 
HURREE, WANE. WERE., RK: 0) 系统 的 加 速 
度 ;《〈2) 在 截面 cg 处 ， 绳 子 的 张力 。 

: (1) m= i (2) T= >- P 


it =+ L, SIF 转动 力矩 村 ， 带 动 轮 
上 的 重 杆 运动 。 已 知 ， 每 个 轮 的 半径 为 >， 重量 为 忆 , 杆 重 
为 Q。 如 轮 与 杆 之 间 匹 相对 滑动 ， 轴 的 摩擦 不 计 ， 求 杆 的 加 


速度 。 
6M g 


fefe 
B, W= Ap 


(2Q+ 3P)r 


题 3-4t 图 | OO WM 
3-43 =H AW ZE SR SHNS, AMBEE 
PH Q, ZRH BHAS KTERO 角 。 如 开始 时 物 系 静 


IL, RED 38 E. 略 去 摩擦 。 
se = g Psin2a 
a 2 (Q+ Psinza) 


3-44 ” 鼓 轮 C 的 半径 为 尺 ， 转 动 惯 量 为 J， 作 几 在 其 上 的 
e124. 


力矩 为 M， 在 滑轮 组 上 呈 挂 重 物 4 各， 其 质量 各 为 mi 和 
m:， 动 滑轮 的 半 佐 为 R. 咯 去 滑轮 的 质量 和 摩擦。 求 匀 盘 的 ; 
角 加 速度 ， x 


2. £= M (ms +4m,)—3gRmım, 
: J (m, + 4m )+ R°mim; 


题 3-43 图 题 3-44 图 


5-45 重量 为 P 的 竖立 鼓 轮 可 视 为 一 空心 圆柱 ， 其 外 半 : 
径 为 R， 内 半径 为 r。 鼓 轮 上 缠 以 无 重 绳索 ， 拖 动 一 均 质 圆柱 : 
深 子 沿 水 平面 无 滑 地 滚动 。 滚 子 重量 为 Q。 如 在 鼓 轮 上 作用 . 
一 矩 为 M 的 力 偶 ， 试 求 其 角 加 速度 . 

XA P=. Mg 
m: C BIR Eri) FORT 

5-46 不 计 滑 轮 及 绳索 的 质量 ，4 的 重量 为 P，B 的 重 : 

景 为 9。 试 求 重 物 4 下 降 时 的 加 速度 。 此 时 重 物 B 上 升 。 


3P—Q 
9P+Q-: 


. 125+% 


£: G=3g 


题 3-45 图 O O 题 3~46 图 


“3-47 不 计 绳 索 质 量 及 轴 上 摩擦 ， 试 求 重量 为 P, WE 
物 4 的 加 速度 。 设 重 物 了 的 重量 为 忆 ， 静 滑轮 的 转动 惯量 等 
于 J， 动 滑轮 可 视 为 均 质 圆 盘 ， 其 重 为 @， 半 径 等 于 2r。 

x x (3P, —P,—Q)r* 
(9P,+ P,+3Q)r2+ Jg 
3-48 长 度 为 5 的 4 了 杆 以 角速度 @ 绕 铝 垂 轴 匀 速 转动 。 


E: G,=3g 


另 一 长 度 为 ! 的 无 重 杆 4B 匀 接 于 4D 杆 ， 在 其 B AEEA 
重量 为 P 的 球 。 球 与 弹簧 BC 相连 。 弹 筑 的 C 端 系 一 元 重光 滑 
环 ， 能 沿 OE 轴 少 动 。 设 弹簧 的 刚性 系数 等 于 c， 且 当 a=0 
时 弹簧 无 变形 。 试 求 角速度 @ 与 AB 杆 对 铝 垂 线 的 偏 角 0 之 
间 的 关系 。 


Ptga+ clsina 
Plat+ Isina) 


3-49 半径 为 + AAE EE DU Prays FE E By RHET OR 3J gb 8. 
动 ， 而 棱柱 体 则 以 匀 加 速度 @ 沿 水 平面 平 动 。 斜 面 与 水 平面 
成 倾角 a。 不 计 滚 动 摩擦 ， 试 求 ，(1) 圆 管 的 角 加 速度 e, 
(2) 圆 管 与 棱柱 体 斜 面 之 罚 的 滑动 摩 所 系 数 ， (3) HENE 
运动 的 条 件 。 


>< =g 


= 


#, (1) e= ( gsina —wcosad ) ; 
(3) w>gtga- x 
3-50 在 一 个 重量 为 P, 的 均 质 圆柱 上 绕 一 根 缉 ， 其 一 
端 连 到 重量 为 P, 的 物体 4 上 。 物 体 4 放 在 水 平面 上 。 如 在 .4 
上 施加 水 平 力 斑 ， 试 求 0 轴 及 物体 4 的 加 速度 。 强 重 不 计 , £ 
与 平面 间 摩 擦 不 计 ， 


. 127. 


3-51 重量 为 也 的 板 自由 地 放 在 光滑 的 支承 上 ， 且 演 水 
平成 角 a。 如 物体 与 板 之 间 的 靡 氛 系 数 等 于 试问 重量 为 Q 
的 物体 4 以 多 大 加 速度 相对 板子 上 江 ? x 


s aGa,=g £ fosa 


FT : 


5-52 重量 为 P 的 实心 圆柱 ， 在 其 中 间 缠 以 绳子 ， 此 强 
的 另 一 端 跨 过 滑轮 O 同 重量 为 Q 的 重 物 M 相 连接 。 设 重 物 M 
上 升 ， 不 计 滑轮 和 强 的 质量 ， 试 求 重 物 M 及 图 柱 加 C 的 加 
速度 。， 
—3Q P+Q ` 
Ri gx DTO; dv 一 P+sQ ° 


Bs í  _ 是 3-52 图 


3—53 小 球 M 在 自重 P 的 作用 下 沿 均 质 圆柱 表面 的 螺旋 
W F sal. BE r iR38Q, B-SRBD R TA EEp. R 
求 圆柱 的 角速度 。 设 螺 距 等 于 ， 且 运动 自 静 止 状态 开始 。 
x Coa ga Č AngP `` 
n: GQ P+Q)hB + 42 Qr? 
3-54 质量 分 别 为 mm 和 1 的 质点 ， 由 过 固定 支点 的 水 
平 轻 村 相连。 外 力 五 ;和 五 :保持 与 杆 垂 直 ， 并 且 与 支点 的 距 
AZIA sı As: 用 动力 学 普遍 方程 求 杆 在 平面 内 的 瞬时 
128- | 


faja Eze, 


?一 Fisı— F8, 
m 81 tms? 


只 


EEN | | 

3-55 半径 为 + BHEE, 其 手柄 上 作用 有 一 逢 为 必 的 力 - 
偶 ， 匀 盘 上 的 绳子 与 重 为 P 的 滑 块 c 相连 。 滑 抉 与 水 平面 司 : 
的 滑动 摩擦 系数 为 f， 者 强 与 匀 盘 的 重量 咯 去 RAE 0 的 - 


加 速度 。 


5-56 ”图 示 为 一 离心 式 弹 筑 调 如 器 ， 重 物 4 与 B 的 重量 
Ps= Pas=150N, 位 于 光滑 的 水 平 杆 上 ， 此 杆 与 铅 垂 转轴 相 
连 ， 滑 套 C 的 重量 WW 二 100N， C 与 4、B8B 用 长 /=25cm 的 两 连 : 
杆 相连 。 两 弹 赞 的 刚度 系数 告 为 二 150N/cm， 固 定 于 杆 的 
两 端 ， 其 靠近 内 侧 的 端点 与 重 物 4.B 相 途 。 弹簧 将 重 物 Á. 
8 压 向 旋转 中 心 轴 ， 中 心 轴 的 轴线 与 c 点 的 水 平 距 离 e=33cm 
试 求 当 开 角 a=60° 时 ， 调 速 器 的 旋转 速度 ? BAH a=” 
时 ,: ARER. 连 梓 的 重量 及 所 有 摩擦 力 略 去 不 \ 计 。 

答 : 0=19. 67(rad/s) 


"129" 


题 3-55 图 | 题 3-56 图 
3-67 勾 质 杆 4B 长 21[， 重 了 ， 沿 光滑 的 圆 缴 轨道 运动 
必 如 图 示 )。AB 的 中 点 C 与 圆 弧 中 心 O 的 距离 为 1。 开始 运动 
轩 ，AB 与 水 平成 45" ， 初 速 为 零 。 ON aO 
力 。 | | 
É, N .= 5P, Ns= >P 


358 SURE ABEP, K2, WEERA, J 
用 两 细 强 支 持 (如 图 示 )。 求 当 BD 强 切 断 的 瞬间 ，B RME 


E, AC 中 的 拉力 以 及 地 面 的 约束 反 力 。 
全 =š, T. = 33 p N= P 


F à 


3-59 .一 重量 为 .Ps 的 单 摆 ， 其 支点 固定 在 一 贺 轮 的 中 
心 0。 圆 轮 重 P。， 放 在 水 平面 上 ， 圆 轮 与 平面 间 有 足够 的 麻 
擦 力 阻 止 滑动 。 设 圆 轮 可 视 为 匀 质 圆 盘 ， 求 在 图 示 位 置 无 初 
速 地 开始 运动 时 ， 轮 心 0 的 加 速度 。 


k a= Pino y 
.3P.+2Pism°0 

”33-60 一 重 为 Pi 的 斜面 置 于 光滑 水 平面 上 ， 在 斜面 上 ， 

放 一 半径 为 >， 重 为 一 :的 匀 质 圆柱 (如 图 示 )。 圆 柱 只 能 在 钳 

面 上 滚动 ， 不 计 滚 动 盟 力 ， 求 圆柱 中 心 相 对 于 伏 面 的 加 速 . 

度 ， 以 及 斜面 运动 的 加 速度 。 

x 1 P: sina 


a= ` P sinza ig | 
3( P, + P, )—2Pcosta 


题 3-59 图 x | 题 3-60 图 


3-61 已 知 ， 图 示 各 重 G /=9G, G, = =G, G; =G, 
G =3G, PR ERA AARAA AR Eka tin 
度 ci 及 挫 重 物 的 绳子 的 张力 7 。 | 


.. 131 o 


S: a= 9， T= 6 


062 GCA.: G,=5G,G,=0.1G,G,=0.2G, *-=3 
-惯性 半径 iaz= w 2 r, REMMER D 25 E 8088 
- 子 的 张力 了 。 

E ae o 6P _ 
S a= (g 51), h 


ri: 


题 3-61 图 题 3-62 图 一 


363 BARI 的 质量 为 m， 齿 轮 2 的 夸 量 为 2m， 具 办 
3 的 质量 为 3m， 轮 2 对 轴 的 惯性 半径 为 2r， 系 统 在 水 平面 内 
运动 ， 常 力 偶 矩 放 ， 作 用 于 杆 !，M , 作用 于 轮 2 。 试 用 动力 
:学 普遍 方程 建立 系统 在 广义 坐标 9，，Fs 中 的 运动 微分 方 
B. 


Z, mrr2(6. 9691—3.96 @,)=M, 
mr?(=3. 96 Pı +15:26 @,.)= M , 
3-64 已 知 质点 质量 m =m, ZAPA t m =3m, Æ 


= 192 。 


轮 质量 ms 二 m( 共 四 个 )， 所 受 力 卫 为 常 力 。 质 点 mi 相对 m, 
运动 时 ， 受 粘性 阻尼 作用 ，( 娼 力 大 小 与 相对 速度 成 比例 , 比 
例 系数 为 p) 。 试 以 5 ，x 为 广义 党 标 ， 利 用 动力 学 普遍 方程 建 
立 系统 的 运动 微分 方程 。 


答 ，W(20 一 £) —b £=2P 
m (2 ë—z)+2b £=0 


» S39. 


第 四 章 HRADE 


一 、 基 本 理论 与 公式 


第 二 类 拉 格 朗 日 方程 是 对 具有 双 面 理想、 完整 约束 的 
力学 系统 建立 的 方程 ， 它 是 完整 系统 全 部 分 析 力学 的 基础 


1. 拉 格 朗 日 方程 
4 Ar T =Q, (12 (1) 
(1) 系统 的 动能 7 
1° 非 定常 (完全 不 稳定 ) 系 统 
T=T,+T,+T, 
其 中 x 
x T :一 广义 速度 的 二 次 式 
7 了 ,一 广义 速度 的 线性 式 
7 了 0 一 不 含有 广义 速度 的 项 
2" 半 不 定常 ( 半 不 稳定 ) 系 统 
T=T +T, +T, 
3 "定常 (完全 稳定 ) 系 统 
了 一 7， 
(2) 广义 力 Q。 
1" 按 定义 
» 134 +> 


N 


Q ,= A +F,y ye. ye 4, adz) (4-1a) 


= 9 dq. 0 
2" 虚 功 方 法 
— óA, _ 
Q ,= ó f (4 tb) 
其 中 立 64。 为 所 有 主动 力 在 虚 位 移 6g。 上 作 的 元 功 之 和 ， 
3 "有 势力 情形 
= V = 3U | _ 
Qs dq. 或 Q, Oq; | (4 te) 


式 中 三 为 系统 势能 ， U 为 系统 力 函 数 ， 且 U = 一 


2. 有 势力 情形 的 拉 格 朗 日 方程 
d 3L _ 9 上 y (s=] ,9 n) o (4-2) 


其 中 
HRB A ERIL = T-V RL=T+U 
3. 循环 积分 与 能 量 积 分 
(1) 循环 坐标 与 循环 积分 。 工 中 不 显 含 的 广义 坐标 称 为 
循环 坐标 (或 可 遗 坐 标 )。 如 工 中 有 r 个 循环 坐标 ， 则 有 对 应 的 
7 个 循环 积分 ， Ba 
Ce (k=1,2,,r<n) (4-3) 


' ERRET- 7,) E 
T+V =hk=const (T —U =h) 
° 135» 


 T+V=E (系统 的 机 械 能 量 ) — (4-4) 
2" 半 不 定常 系统 (T 二 TT, 十 了 i 十 7。) x 

—T +V=h*=const(GRT,—T —U=h) 

| ` (4-4) 


ao 十 广 不 同 于 前 月 的 机 械 能 量 ， 故 称 为 广义 “机 
MEE. i 


4. 拉 格 朗 日 方程 的 降 阶 法 
(1) 应 用 循环 积分 降 阶 的 罗 效 (Rod 由 法。 若 系 统 中 有 
r 个 循环 举 标 (qi ,ga ,qd ) 则 罗 效 方程 为 


d 9R dR J = EE 
ar. dy,: Ty a sË ril,rt2,=,n) 


(4-5) 
| 中 -peaaa (k= 1,2,.":,r) 


式 中 罗 效 函数 


R= L— 
Ya, A: I 加 


(2) 应 用 能 量 积 / 分 降价 的 吉 特 吉 (Whittaker) 法 。 系 统 
有 了 能量 积 分 | 


al os 


取 # 个 广义 坐标 中 任 一 个 (如 gi ) 为 自 变量 (相当 于 时 间 上 + 的 地 
位 )， 通 过 变换 


g = dg, ` 4,=4,q,  (r=2,3,=- n) I 


使 原 方程 降低 一 阶 ， 成 为 形 如 拉 格 朗 日 方程 的 惠 特 克 方 程 
P 1:36 ° 


d aL’ _ƏL' 
mierea — —— g >= * p< yp | ` Ei . . 4—6 | 
dq, 97, oq, i 0 Cr | 2 9 n) i ( ) 

式 中 


=L’ (dr, qs, s Qar Qis qs, "U. Q.) 
5 变量 可 分 离 的 拉 格 朗 日 方程 和 刘 维 方程 


(1) 分 离 变 量 和 局 部 能 量 积分 ， - 落 系统 的 所 有 广义 坐标 
qi1，942z，"…，4n 全 为 分 离 保 守 的 ， 即 可 写成 


其 中 | x 
T,=lu,(q0)01, V,=W ala) 
WE n 个 分 离 变量 的 局 部 能 晤 积分 
Tatia = + u,(q,)01+W ,(q,)=C,=const 


(4-7) 
(s=1, 2, =+, n) 
(2) yie (Lioni SE. 着力 学 系统 的 动能 R Ë 能 
可 以 分 别 写 成 | 


7 一 1 {ma tase)+. tulad. J 


{Pa aittaa ] 


V= P) Wta) t tW alaa) 
41(g1)+u2a(q2) 十 aa(ga) 


通过 变换 《ses 一 wF (qete 上 面 的 了 和 的 式 子 成为 


Ë. ¥3 T = 


T 一 T furl)" +ui(a1) + +u:(g:) | 
tfaar e) 
y= Wila tHW la) HHW Caa 
nilai) taila) +e +ualga) | 
为 了 书写 简便 起 见 ， 下 面 略 去 所 有 星 号 (*) 
刘 维 方程 
dq, — dq. =— 
w hui(q,)—W (q, ) +?, V hu,(q.)—w.(qa )+), 
dq, (4—8) 


ni o o ura m o aa a 


其 中 h, Pai, Ys, P n 为 积分 常数 ， Hy +y,+--- +y, 


= 0 , 

二 、 范 A 
o x | 例 4-1 质量 为 m, 长 为 

ua 1 的 均 质 细 杆 被 限制 在 xy 平面 

内 运动 , 且 其 4 端 恒 保 持 在 x 轴 
E. RAC, OERLE 
标 ， 试 求 动能 的 表达 式 

[ 解 ] 杆 4B 质 心 C 的 华 
标 为 


xo = x + L owg, Yo =L sin @ 


TÒC 的 速度 分 晤 为 
..138 °. 


2o 一 2 一 -bsing， 9 一 -6oosb 


于 是 ， 系 统 的 动能 为 


= m(t HaHa 7 1 95 


-imata Eos G7— -lasing) 二 证 L l nlia 
= mi? + l 1 mlj? — ml1agsing | 

例 4-2 给 定 的 系统 具有 一 根 
长 为 !、 质 量 为 m 的 刚性 细 杆 ， 此 
杆 可 以 绕 O 点 转动 .半径 为 7, 质量 . 
为 mm 的 匀 质 圆 盘 经 由 销 子 O/ 连 结 于 
细 杆 一 端 ， 圆 盘 则 在 转动 着 的 圆 简 
内 表面 上 无 滑动 地 滚动 。 已 知 圆 简 
对 于 其 中 心 轴 O 的 惯性 甜 为 了 。 试 
求 出 将 9 表 为 6 和 多 的 函数 的 约 求 方 PC 
程 ， 这 里 所 指 的 各 个 角 速度 都 是 绝对 角速度 。 试 写 出 用 6 和 
表示 的 总 动能 ， x 

(m) 圆 盘 与 圆 简 接 触 点 的 速度 为 


(1+r)p= -l+ 9r (1 ) 


故 ~ 
-lotrltrs | Ca 
anann | 
T= ý? + > m(16)° + -过 suru ný? 
Gy 
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TT 


将 (2) 代 入 (3) 得 


T= limt 1 ml(I+r)09%+ 1 ;| 7 tm (I+r) | 


| (4) 
例 4-5 两 均 质 杆 AB 8IAC#E As: EE, 每 恨 杆 的 质量 
Hm, RREA, .两 杆 可 在 水 平面 上 自由 运动 。 设 系统 质心 


Ç 的 坐标 为 (x、y)， 两 杆 与 0% 轴 的 夹 角 为 96 土 9， oxy 为 平 
曾 上 的 固定 直角 坐标 系 ( 见 图 )。 求 证 系统 的 动能 是 - 


T=m[#'+g*+( +sinip)ad + (+cosp)ap? 


[证 明 ] 按 质 心 定义 可 知 和 48 杆 质 DOC, 和 BC 丁 质心 C， 
到 G 点 距离 为 


-. 例 4-3 图 


CiG=C.G=asing 
而 
Xoc 1 一 X 一 asingsin0，yol 一 y 十 GSmpcasf 
x。 一 X 十 6sia 由 sing， ye, = y— asin PCOS 
于 是 
。 140 ~ 


EF +$, Hib tiia =2(4* +g2)--2a"(0°sin° 9 


十 gzcos2g) (1) 


系统 动能 为 
了 一 , m(+2, +42: JH ° “s m(20) (Ó+ 9) 2 


+) mlebeti) t ' Tm(20)*(6— P)? 


(2); 


将 (1) 代 入 (2)， 得 
— .2 L a2 (l lam? 2 ó 1 2 
T m |à +# +Ç +sin Va’ + (3 +cos ? ) 


x atp? | (3) 


例 4-4 ”质量 为 m， 长 为 20 的 
HRF OA, 其 O 〇 端 与 图 定点 锐 
接 ， 杆 与 向 下 坚 直 线 OZ 的 夹 角 为 
0. 平面 40Z SB BEHNK M 
RP. 质量 为 Am 的 光 ENRETE 
杆 04 上 、 小 环 与 固定 点 OZB `. 
FAME, 弹簧 的 自然 长 度 为 6， 
弹性 系数 为 rmg/a。 求 证 系统 的 动 . 
fo o — 例 4-4 图 


T = Zma? (6? +9*'sint9)+ hes + x26? 


| + ?92sin 0) 
其 中 %，z 为 常量 ，x 是 水 环 和 0 点 的 距离 。 
GEW) 杆 0O4 的 动能 可 用 称 分 算出 


e 141 。， 


2a . . _ - : 
r= i asing)? + (8x) dz 
= (p? sinzg+6 |?" x?dx 
= ma? (t+ p° sin28 ) 
3 ， 
.小 环 的 动能 为 
T :一 二 hm(22 十 x262 十 Xp2sin2g) 
于 是 系统 的 动能 可 求 出 为 
T=T,+T ,= ma? (0? -p2sin20) | 
+ AP (+'+x262--x1Qp2sin2g) x 


FC 例 4-5 Ej RE AB, 质量 为 
/| m, 长 度 为 20。 其 4 端 通 过 一 根 轻 
“| BREA 0 .4 与 固定 点 0 相连 ， 绳 的 


如 
Ra 


| Py- 自然 长 度 为 !， 弹 性 系数 为 &， 杆 与 
op ROM TEN OSIS Y. 
> | müës. Henos 04, 
. Z AB: FEW ER 38, JH I+ Ë 
sat 表示 弹性 强 04 的 长 度 。 EREE 
的 动能 是 
4 一 5 


= netar t arg] 
tmoy [2 0)—šsn(@—0) | ` 
[证 明 ] RABH E XQD, RIA 
+ 142 š I 


j= [Px+(l+ 6)6cos (9—0)— ésin(p—0)]? 
+[(+é)6sin(p—0)+écos(p—0)](1+é)6 
=(1+6)’3:+6*+9p?x*+2(1+ 6)6cos( 9— G)Px 
—2pxésin(g— 0) 


而 系统 的 动能 为 
r- Ger re 


+2(1+é)Scos(p—0)px 
-29xésin(p—0)| 


mm 9 232 4 2m2 
=" E+ U+) + -tar 
+mag|(1 二 5)5cos(9 一 9) 
-ésin(p—0) | 


8-6 长 1 的 刚 杆 进行 四 运动 ， 我 们 以 (x ，x?) 来 表示 
小 运动 中 杆 端 的 错 直 位 移 ， 杆 的 位 形 由 广义 坐标 (z， 9) 给 定 ， 
其 中 z 是 杆 中 心 的 铅 直 位 移 ,9 是 转角 。 试 就 作用 于 杆 端 上 的 
BADHAI ALHO. Oes 


[ 解 ] .在 小 运动 条 件 下 (6 是 小 量 ) 有 
xi 一 2 一 16, x= + La 


-于 是 


6x1 =62— 90, 0xa 一 0z 十 二 0 | 
AERE 
ôz x0, ó0=0 
E bx 一 6Xs 一 52 
主动 力 的 乱 功 之 和 为 
dA,=F,óxi+F,óx,=(F + F,)óz 
Q= TF), =F,+F, o 


PEZERE 60x0, 6z=0, WÜ ' 
3r=2 ls ss asla 

主动 力 的 虚 功 之 和 便 为 
ôAo=F ôx, + P30x = (Fi —F,) Loo 


Ak(4.1b)48 
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例 4-7 自由 质点 在 力 
F= F (r, D = F.,i + Fyi 
+F,hRBÉJ ATEZ. mE 
下 列 曲 线 坐 标 ， 

(1) FEE par, P, z. 
x=rc8 P, y =rSiNP, 2=2; 

(2) RÆ Fr, P, 8. 


x=rsingcoso ,y=rSINOSNP, 


2 =rcosĝ; | 例 4-7 图 
(3) MAREE u, v, P: 
x= uSp, y=Vavsing, z=(u—v)/2 
HHL, AR LIHER. 
[ 解 ] (1) 在 柱 坐 标 下 ， 有 
6x=6rcosp—rsingdyp 
6y=6rsing +rcos pòp (1): 
óz=6z | 
首先 , 令 ôrx0, ôp=ôz=0, MW 
x= 6rcosp0, óy= óársmo-_- 
主动 力 的 虚 功 之 和 为 
¿A,=F.,6,+Fyóy+ F ,óz=F.,cosgór 
+ F'ysinpór | 


Q,= óA, _ (T ,coso + F sing )ór 
ór Or 


= = F,cœp + F sing (2 了 


其 次 , $ 0689 关 0，0r 一 02 一 0， 则 
óx= —rsinpó@, óy=rcospóp 


我 们 有 
ó A, = — F ,sinpr ó@ tF, cosgró@ 


( — F ,sing + F csp)rôp 
Oop 


=(—F.sinpg+ F ,cosg)r (3Y 
最 后 , 令 ôzx0, ór=ó@=0, Qj 
óx=óyy=0, ó | 0 


(4) 


(2) 在 球 坐 标 下 ， 有 


óx=siinocospo jr -+-rcosgoeosg ó0 — rsinƏsinpóg 
ó y==sin0singór+rcos0sinpó0 +rsin0cospóp 
óz= recos —rsing ó0 (5) 


óx=sin9cospór, óy=singsingór, x 
óz=cos0ór 


ó A, = sig@gospór+ F ysingsinpór 
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+ F' cor 


Q, = =fr =F.,sinƏcosp-+ F singsing 


+ F ,cos0 (6) 
P0, ór=ó0=0, Mi 
ô x= 一 rSnbsinyp69， ó y=rsin0cospóg, : 
ĝz=0 ` 
ó As= — F'  ]|singsinpgró@ 

+ F  sin0cospró9 


其 次 ， 


> 


Qp = -94 一 (一 Fesingsing + Fusingcosgp)r 
(7). 
ji, 令 60 半 0，6r=69 二 0， 则 | 
6x=c0S0c689r60, 6y=cososinprd0, 
z= —sin6ró0 
A, = F ,cóos9cospró0 + F ,cos0singró@ 
一 下 .sinbr60 


Q, = (一 (Fecosbcosg 十 Frcosbsing 


—F ,sm0)r x (8) 
(3) 在 抛物 线 坐 标 下 ， 有 
| tyu 30 tcoggp60— V uosingóp ` 


. 6y= u ‘venpos + 了 了 D "isinpsv+ /uocospaq" 


=l (5u—öv) x 


mn 


H., $ ôux0, óo=ëm0=o0, W 


=i 1 | -1 1 。 
x= u *o2cospdu,dy s= u ev SnO Su, 


=Ó 
G2 > 


TIn AL 1 al 1 
óA = F at “viCospost Fyn 202 
sing6ut —F au 
Au 1 , -; 2 
Qu Su = 5 be | u COSp 


-1 1 
+Fpyu ?2 yä sin P+F: | (10) 
其 次 , $ 6v 志 0，64 二 69 二 0， 则 | 


1 _1 | 
6x= Wi0-2008 påv, | 


1 1 i 
óA, =F. u2o “CosDGED .. 
1 1 Li , 1 | 
FoF sutu 28m @ ó o ~p F 2óu 


Ta 
一 = 了 | Feazorzcosy 
1 -1 . ` | 
+F'yu2zo 2Sinogp 一 Fz| (11) 


最 后 , 令 pxo, $4 二 60 二 0， 则 


6x=— Vuvsingip, OY =V uo Bpi , 
z= 0 
óA; = F, Suosin pip + F ,/uscospaq 
Q,= r= (— Fsingt Pocosp) v u x 
| (12) 
@J4-8 ”曲柄 o A= 1; 135 58 M š E: pe 
绕 一 置 定 滑轮 的 中 心 转 动 ， 滑 轮 半 径 为 
r, 级 柄 的 一 端 4 上 带 一 动 滑轮 ， 其 尘 
径 为 r ,. 定 滑轮 与 动 滑轮 用 皮带 联结 , 皮 
恰 被 拉 紧 ,使 当 系 统 运动 时 ,皮带 不 沿 轮 
Ea. KARAHA, EAP, W 
Q, 机构 在 水 平 夯 内 ， 试 求 曲 柄 的 


角 加 速度 。 例 4 3 图 
[ 解 】 按 题 意 知 动 滑轮 作 平 动 ， 故 动能 为 _ 
r= RUP 3 P pg (1) 
123 
Q =M | (2) 
册 拉 格 六 昌 方程 44-1) 给 出 u 
dilap) A °° a, (3) 
将 (1)、(2) 代 入 (3)， . o i 
d I 
alats Py. ?|=M (4) 
.. 3M g 
P= .+ (5) 


例 4-9 质量 为 m 的 质点 可 在 水 平 转台 上 的 直 模 内 无 麻 
擦 地 滑动 。 转 台 以 匀 角 速度 Q 绕 通 
过 其 中 心 0 的 铝 直 轴 转 动 .坐标 y 代 
表 质 点 相对 于 转台 的 位 置 ， 当 弹簧 
是 原 长 时 ，y 等 于 零 , Tü XK BP YR 
点 到 中 心 O 的 距离 为 最 小 值 尺 。 试 
应 用 拉 格 朗 日 方法 求 出 运动 微分 方 
T, 
pa-m [ 解 1 本 题 为 单 自由 度 系 统 ， 

取 y 为 广义 举 标 。 质点 的 动能 为 


< 


T= Prity + 


于 是 有 
of ,;, d /10T Ew | 
ag m+ RQ), ar) my ; 
òT O: | 
gy "SY (1) 
广义 力 为 
ody_ —kyóy — _ | 
ú Qy ó y ó y . Ry | ( 2) 
拉 格 朗 日 方程 (4-1) 给 出 x x 
d ⁄oəoT oT . 
alor) Oy =Q; | ( 3) 


将 (1) 和 (2) 代 入 (3)， 得 


my—-mQ? y+ky=0 o (4 
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Aiiminiillumtuayqauwqaq rr e er o 


例 4-10 EAREN m, H 
在 一 条 线 上 ， 线 的 另 一端 绕 在 半径 
为 了 的 固定 圆柱 体 上 。 设 在 平衡 位 
置 时 线 长 为 1 且 不 计 线 的 质 E. 
试 列 写 所 组 成 摆 的 运动 微分 方程 

[ 解 ] 问题 为 单 自 由 度 系 统 ， 
取 6 为 广义 坐标 。 质 点 的 动能 为 


T= Sm(l+r0) 8 (1) 


得 计 算 广 义 力 ， 因 
y=I+rsinə—(I+r0)cos0 
óy=rcos0ó0—rój0cos0+(I4A+ r0)sin0ó0 
=(1+r0)sin960 
6A,=—mg(l+r0))sing60 


故 

Q,= 一 一 mg(1 十 rg])sing (2) 
由 (1 ) 知 

dT 25 

>ó m(l-+r0))?ð 

于 (9 ) 一 m(I 十 r6)26 十 2m(1 十 r8)r62， 

2T =mi? (ro +l)r (3) 


代入 拉 格 朗 日 方程 44-1)， 得 
m (1+r0 )20+2m(1-+- r 0)r02 
—m(I+r0)rÉ2= —mg(l+r60)sin0 
Ep (| 十 r6)6 十 r62 十 gsing 一 0 


例 4-11 质量 为 m; 的 质点 M ,被 限制 在 水 平 固 定 直 线 ox 
上 无 摩擦 地 请 动 ， 一 质量 为 ms 的 质点 1 :用 一 质量 可 以 忽 赂 
的 长 1 的 村 和 前 一 质点 相 联 ， 此 杆 仅 能 在 通过 该 固定 直线 的 
铝 垂 平面 内 运动 。 如 此 一 大 点 仅 受 重力 作用 ， 求 此 系统 的 拉 


HRH H AZ. | 
s >= f, 
p 
. ks 
D ~ a A — x y 
— 一 Jy — 


gji Fl 
[ 解 ] 取 x、9 为 广义 坐标 ， 系 统 的 动能 为 
T = mi 22 + ym, | Cscosy) ?二 (Ip — ¿sing 32 | 


l 1 s 
= (m. Hmp + Ë m Í Pp ~—maxipsing 


(1) 
系统 的 势能 为 
y 一 mglsinp 〈ox 靖 作为 零 势能 线 ) (2) 
BRD E RAN ü 
o Lẹ5T- V= (m tms)? + malp? 
— m xlpsinp— molsing s. | (3) 


例 4-12 试 写 出 按 牛 顿 定律 ( 相 王 引力 为 fmmo/r?, f 
为 常数 ，m; 、m; 为 奈 量 ,为 项 点 河 的 距离 ;相互 豚 引 的 丙 
g BAAM, (xi yi RM Yz, Za) HILIR H M 


数 ( 用 直角 坐标 表示 )。 
° 152 # 


k ua 


1 -. 


例 4-12 图 


[ 解 ] 系统 的 动能 为 | | í 
7 一 5m, (2? tt +2)+ fm Gitgitan 


H 2 一 站 一 他 a 
8 dri-dri=dr > s 


F= Jmim,r _fmm, 
= 一 一 一 i 
| r 7 r Ap D a, ` ` o oa < ` 4 eoa 


' "x 
. . 1 


dA=dA, +dA,=F. dtr’. dr., ,= fma, 
-r 
x (dri zdr) = ia, dy. s 


= Amuma 一 人 rd 二 :一 Tedr 


=a (Erma) Saa 


r 


因此 JARU = um DoS a 


". 
a x 
M v. = C Š 
"ie b; 


”势能 太一 一 U= 一 了 am 


= fm (2) 
式 中 | 
r V(x,—xi) +(y,—yiO2+(z2,—z,)2 
而 拉 格 朗 日 函数 为 
L= T'— 


V = mi (itii) + L m G1+91+ 215 
l + mima 


(3) 
例 4-13 已 知 系统 的 拉 格 衣 H TA | 


L= 1Y (a,41+2q q sinD) 


- Ye ena (c,=const,a,=const> 
求 系统 的 运动 方程 。 
(R) 将 L 代入 拉 格 朗 日 方程 r4-2)， 因 


pa =a, q, taisint, 


d .. ; x 
"TF. 7 = ni Fý, sint-+g ¿ COSÍ 


òL 


Pe 
pe ie, di, Gss 


F d ,sin#— (c, —cost)q, = ,sin# 
qi . 

— ci qi tqt 
便 得 x 


G,q i jc q I=0 


CESA 。 


mui 


C e 
äı tHkiqgi= 0, Ri (im1, 2an) 
š `Y-XzZSIxI IU, 


例 4-14 在 势能 为 矿 = r= Ey FPD 


ER E T EAT ES ARAME 函数 


在 笛 卡 尔 直角 坐标 中 具有 形式 uoo 1 
L=—maet/ 1 — (4? +#°* Fz? B 


+(7/ tE YEE?) WK " | i 1 
式 中 c 是 光速 ， RETARA NER Pi 


| Nea | À 
Pj4—-14 B 

DR] A 

x=rsin0cos@, y=rsingsing, 


YA 


=r COS 0 . | 
£= +sin0cos@ + rbcosgcosy 一 rpsingsing ， 
于 是 jS csingoosp +récososinp + rpsinbcosD >o 
2 一 ?COSD 一 gsinb | 
t° + ° +2? =}? ritrosi 
RAL p, 8 0 


pst: 


L=—moc :VI— (p? tr ripisin70) /cs +(y/rY 

例 4-15 . 质量 为 m 的 滑 块 4 在 光滑 的 水 平 导 板 上 移动 . 
和 1s 的 双 数学 摆 。 滑 块 用 两 根 刚 度 都 为 < 的 弹簧 与 固定 墙 联 
结 。 试 以 拉 格 朗 日 方程 形式 建立 系统 的 运动 微分 方程 。 


x 


[ 解 】 系统 有 三 个 月 
由 度 , 取 广义 坐标 为 Xpi， 
P2, 其 中 x 轴 原 点 取 在 滑 a 
JA JF H. $ M 
和 MM ,的 速度 分 别 为 0, 和 
Va, RIIE I 
” 例 4-15 图 


s1=4'+1I0924+231 p cos, 
vi= [hp +! p osl pp) +£cosp,]2 
+ [lp sin(p— p, )Hisingp:] 
=12p3+12p? +21, P i scosp, + +° 
+21 Pal P cos(9, —0,)+21,0 ,+cosp , 


系统 的 动能 为 . 
Í . 1 H 
T=- m, itt F201 十 mag 


r 


+oosp,)+ mapal p, ` 
+2żcosp, +21, Pp cs(p:—p,)) 
.186 ° 


势能 为 


mgh osp, =m c w i +c) 

1 
十 广 2cX 
拉 格 朗 日 函数 为 

=T—V = -> (m+m; T+ma)#2 + > 


| | ° . x 
t-z Cmim: ) LPC py +-2ëcos@,) 
ml; P., 2 十 226508g 2 | 
+2n pons(ps—9p1) | | 
+(mi +m. )gl,cosg, +m, gl,cogg ,— cx” 


ðL, 
dt =(m+ m, Hm Jit (m, 十 ma N P cos, 


. +mals Prcs Pa u 


dol /i nre 
di og mt T; EFEM, Ama [@, cos, 
—mgš:sinp,J)+m, 1, CP cosp, — -9 p 2sing ,] 


E geg C 5 sl. a PE 


其 = 十 rz) 下 P, +m, 9, l coslo: -9 ) 


d òL 
dag, (m tm) ly mah KOTON 
-p,) +P- 一 9， Jsin(p:— -wp 


L 
89 一 —(m, +m), Ping, —m,l,@,l, Psin(g 


. 159: . 


一 由: ) 一 (m, +ma)gl, sinp, 


A Sml, + mol, Leos(p P1) 
+m,l,;+cosg@ ; 
T 5 ' =m,l19,+m,L'l,(P,cos(0,—9,)— PrP: 
opip e; )+mgla (teop, 
— iP iDP). D À e 
| AL = —msla9a $sings + pi Sin(p;,—91) ) 


将 以 上 表达 式 代入 拉 格 亲朋 方程 (4-2)， 得 ，- - 


.(m+m, +m,)2+ (m, +m:)l i coS@ P; +mlycosp,?, 
p r. “(mi +m,)lí sin, p? malssinga pt > 


Fexr 0 机 . (1) 
TE Ne S 
“(mi +m) P, ml, l,cos(p:— Pi)Po o -a 2 
YE, 
tmel, l sin( 9; — TPP, w tm] sn PP t 
+ (mt ms) sinp,=0 o 2) 
mel tml 1 colpa POP +m EOL 
9091 Halaooey 3 二 msg ing 一 0 i 
. ü “3) 


— 158:. ， 


例 4-16 半径 为 R, ME 
为 m 的 均 质 圆 盘 Pk A R y 
二 0xX /2 无 滑动 地 滚动 . 轴 oy 是 + 
HEK, Rai, WIARE 
标 x ET ABER, MASHI DbOE 


朗 日 函数， ú > 
[W] 设 圆 盘 切 点 4( 如 

图 示 ) 的 坐标 为 (x，y), ga Ae m 
物 线 在 A 点 的 切线 斜率 为 x | 

dy trga 

da eo ax | 

cosb = ——l = 1 

"OO T a V Tal 

ing=t — = ax ¿z . 

618 0co80 V 1 十 G2x2 

X T(tg0)= qaz) 
Bi- x 

1 do dx 
| cos’@ dí df _ 
因此 得 | 

= -orz Tazi | (13 

设 圆 盘 质心 坐标 为 Cx。，ye)， 我 们 有 ， 

Xe 一 X 一 人 Sing o 

yc= y+ Roos | 

于 是 x 


t=$— RicosO= 2 (1: — G 
i ° ° (+a K 
eo mno = x — _ — 

y 9. Fosin@ W [ 1 GETTO 


J8 jk 


v=} +j =t (1 +ata t) 1 — aR 


=ef tait -eB 


1+a’*x? i 
又 圆 盘 深 动 角速度 ( 绕 瞬 心 4 转动 的 角速度 ) 罗 
Q= F l o | j . 


JN it RES OREI REA . 


T= 1 mott LCR’) os gmot I 


3 mi? t= x2y8/2 ET 


4 1 +a x2 


TE 37 g. | 由 有 ` 
V =mgy. =mg(y + Rcos0 )=mg (Sax? A 
R 


十 一 一 一 一 二 一 a, 
TF) 


一 二 mg JeRa 2 
人 a 


而 拟 格 朗 日 函数 为 


 L=T—V = ms [+e a ys eR] 
1 +a° x? 


-E160 


oR E 和 


maj; (+a | 
i | _ (6 
例 4-17 半径 为 R 的 光滑 金属 线 贺 
周 以 义 角 速度 @ 绕 其 铅 垂 直径 转动 。 在 
圆周 上 套 有 质量 为 m 的 圆 环 ， 圆 环 用 刚 
度 为 ce 的 弹簧 与 圆周 上 的 o 点 联结 ， 如 图 
所 示 。 弹 筑 在 未 变形 状态 下 的 长 度 等 于 
Kpo。 试 以 拉 格 朗 日 方程 形式 建立 圆 环 
的 相对 运动 微分 方程 。 
(D 系统 有 一 个 自由 度 ， 取 9 为 
广义 坐标 。 圆 环 的 动能 


7 一 mot = m Rt92 + Riosin?g) E (1) 


取 弹 筑 自 由 端 为 弹性 力 势 能 零点 天 辆 环 中 心 为 重力 势 - 
能 零点 ， 则 系统 的 势能 为 
y=mgReosp + ec(Rp— Ryo)? (2) 
拉 格 朗 日 函数 
L=T—V= mR? (p? +o*sin2p)—mgRcosg 
将 (3) 代 入 拉 格 朗 日 方程 (4-2) 得 
mR*p—mR*otsinpcosp —mgRsinp+cR1(g—g@)=0: 
, | O GO 
* 161 ° 


:这 就 是 圆 环 的 相对 运动 微分 方 
=. 

例 4-18 一 圆 环 以 角速度 
-wag176 绕 其 铝 垂直 径 转 动 ; WEE f 
一 小 珠 ， 今 给 小 珠 以 初速 度 ; 使 它 i 
答 可 以 从 环 的 最 低 点 洛 环 站 至 最 高 O 
点 , 试 证 磺 点 走 完 80* 所 需要 时 间 为 


y. gle atat VnF) 


E 例 4-i8 图 ` | 
[ 解 】,. 索 统 有 一 个 自由 度 ， 以 广义 坐标 6 表示 小 珠 在 环 x 
上 的 位 置 ， 如 图 示 。 系 统 的 动能 和 势能 分 别 为 。 


7 一 T mot z m(ato Q sin ?0 + a737) 
V= mga(1— cos0) x x 
HEGRA. o= yng, RARE 880 o D sea 


L=T— V= g Cnogsintg + as?) Zmgo(1-cos8) 2 
| (1) 
:将 (1) 代 入 拉 格 朗 日 方程 (4-2)， 得 i 
ma? 0 — mnagsin 0cos0 = —m gasing 
:或 sr e mas fr atr 和 
a = sin0cos8 — sing ans l. (2) 


4=0, 0=0,0=6 R0=r 00, 对 下 式 积 分 有 ` 


j dl L= | “Ü singd sing 十 | .dcosg 
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k di Z6) = or 2 d(ëos0) y 
得 :人 E 

ñ Las +20 cosg — š; ng cog2p San (Gy 
. $= de 
anen EERE aP S U TAE. ; 


F 


Ya Ws . o `. on tda ` PO ÈA hf 
| CT “resta a ss t 


= 
Lu 


P . 
V ma J 
(L —' — — e k. aa 
F y CF a _ 


M 


dz = /9 
i tmz) ja 


积分 此 式 ， 和 


`, ` x n t . "i 网 : i _ . 
` | W. ' ~- z Wa} LACT tw. $: -gt i ji r 
t . . p k o: N . Í ， Do + i$ -^ . k. z 1 Pas | $ N É E o ; > 


dz 二 | 
-farea NN c = 


| 2 一 1] f P: ` EN, 
十 w (n+1)zš + g a” CE 
2z=0 V ü 


VE aliti +t y u+ 2) (4) 


例 4-19 一 滑轮 可 绕 水 平 轴 Q 〇 转 
O 动 ， 在 此 滑轮 上 绕 过 一 条 不 可 伸 长 的 
` U 编 ， 强 之 一 端 晤 质 电 为 m 的 重 物 ， 另 一 
端 4 固 结 一 铅 垂 的 弹簧, 弹 自 的 了 端 罚 
，. 定 不 动 。 强 簧 张力 与 伸 长 最 成 比例 ， 
”比例 常数 为 c( 肥 刚性 系数 )。 已 知 滑轮 
质量 为 m 并 分 布 于 轮 绿 上 ， 责 强 ; 汉 与 
w. 滑轮 之 间 无 漠 动 ， 试 求 重 物 的 振动 周 
例 4-19 图 ú N 期 ， | ` š 
E] 系统 有 一 个 自由 度 SAT XR Ra 
-能 和 势能 分 别 为 


E. 1 . 
Tas j s m$ 2 十 a Mr z 让 É I x A 上 


u 


. . = —mgy+ gegt)? dD. 

车 6 为 弹 筑 的 获 休 长 。 四 
当 系统 平衡 时 ，nionrgdur， S=, MAT 

=N, Hiro, TE, BRAH 8808 个 “ 
L=T- V= Ei LT Mgtmoy olyt+ 


' 304 。 


mg \2 (PIN 
+ e ) ( c HP 


= imt M)y cy o (1> 


将 (1) 代 入 拉 格 朗 日 方程 (4-2)， 得 
(m+ M)y+cy==0_., 
或 
k 7 a 2) 
由 此 得 振动 周期 为 — 5 
r= /m-+M_ i (3) 


例 4-20 ”系统 由 个 质量 
名 为 m 的 同类 的 质点 组 成 ， 各” 
质点 间 用 刚度 为 c 的 同样 的 弹 一 
簧 联结 ， 并 可 灌水 平面 内 的 半 
FEH r 的 圆 环 做 无 摩 氛 的 铺 
a HERNE 

ü Rl 3 B Haa B W 例 4-20 图 Ki 
AF, Hai, qa, iy q. 才 示 "个 质点 在 四 环 上 的 位 四 系统 

的 动能 为 un w Oe: 

Kio 


. 7 k 7 I 
ao :T= Lett 和 mg h。 + rien uA a 


i 4 
. .. Sed ' 
t; '. k 上 ñ Am 4. i í ' i x 
` : ` : +: Cw 7 ta 
2 i x 
、 = - = 
,4 xi i | ~ 
' ESES, a 
x , ` Fl x g Kak 
1 ! l 7 ` 1 
i < 


系统 的 was 为 
+ °" FG 5. . 


y= EC na E elama) 
十 … ey 六 


+ y (ags)? J 


Tibb b H KRA 


L=T—V= Y imat- -L xel Caan)? u 
£ =1 | r... a e 
+ Y lassas- > x (1) 

1=2 i š 4# 


ORARAA EUo) G L 
“ mü, telg — q: — 4a) = =p. L 
mäa te(— -art 2g:—gs)=0 Çor Ce PR 
Ei mgs 二 +c(— —qi+2q | —q.)=0 Ns N (2 》 
mz, +e — | PAAD e Mi n 
例 4-21 质量 为 m、 KENIK 
， 均 质 杆 48 可 沿 直角 DOBRIR 
摩擦 地 滑动 ， 直 角 边 OD k gr 
AJ. ITE ARANEA c 的 弹簧 与 
` BEADRE, DOBIS AEE 
O G 0D 边 转动 。 如 果 在 9 二 Po 时 
漳 筑 不 变形 ， 讼 以 拉 权 良 由 方程 形 
式 建立 杆 的 相对 运动 徽 分 方程 。 
[E 系统 有 一 避 自 出生 5 


o 为 广义 举 标 由 速度 瞬 心 定理 求 得 杆子 质心 的 相对 速度 
pr 一 19/2， 其 棕 连 速度 we=1osing/2 


”绝对 速度 平方 为 . 

(em 
杆子 的 角速度 为 x 

R2=p+0 


在 惯性 主轴 Es， En, BE tas 
2. 一 一 0Ocosy ， 四 ,一 osing， o= l 
而 杆子 的 转动 惯量 为 I 


— — 1 — Í 
J:=0, J= gml, J ,= > ml 


杆子 的 动能 为 
T = 二 十 77:9% i o T 
-lncpitoisingy) — s a. 
系统 的 势能 为 
V =3°(lcosp lcoegs) +mg Ç i cosp 
于 是 ， 拉 格 朗 日 函数 为 a L sQ a 
L=T—V= grr (Pto sin tp) zl Coop 
op)? dniglodap ~ "O By 1) 


将 (1) 代 入 拉 格 朗 日 方程 (4-2) 得 
ml 29 一 —mlzotsmpcosp —cl'snolcosg—ce q 0) 


-18> 


HEEF AANE BIRARE. ° Pg 
例 4-22 已 知 “标准 完整 系统 其 动能 中 的 了 
有 如 下 形式 ， a 
— of = 时 x s > 1. P 
É )) ag aS 
其 中 JJ 92 7 并 且 是 一 次 可 微 的 、 RESAS 
具有 这 种 形式 的 了 ,对 运动 方程 都 没有 影响 
[证 明 ] 拉 格 朗 日 方程 为 


而 L=T-—V=T,+T,+T-V ` 22 
将 (2) 代 入 方程 (1), 得 .， . a s 


TE š “—au swiss — ` — 1 — 


df0% , dtoq, oq, Oge: ETA ETAN ? 


dò 
dt ò 


+ (of 7D: Ly | 


ó T 1 一 0 fy anf gd 
Oq: Oq 2 0g 241 dardgl 1 
W t i i .. oa | ES w" or ， Se 


d òT, _ oT, _ i | 
i . F S ——— ~ 0 Ka o p EE ， ` . a talare : 


. 168 。- 


将 (4) 代 入 (3) 得 .. 
d ol, Əla _ ÒT a ol _ = 0 a (5) | 


dz Ò; og, Òq; òq 


因此 ， 志 = 了 :十 了 一 矿 ， 与 了 无关:: 

例 4-25 一 重 珠 在 一 弯 成 
抛物 线 x: 二 2p2z 形状 的 光滑 
小 管内 ,小 管 以 等 角速度 由 线 5 
0z 贺 转动 (0z 轴 正 向 朝 上 》 斌 
求 珠 的 相对 平衡 位 置 ， 并 讨论 ` 
这 位 置 的 稳定 性 。 

[ 解 ] 系统 有 一 个 自由 
度 ， 取 % 为 广义 学 标 ,系统 的 。 O Aem 
动能 和 势能 分 别 为 | 


E i 
2 eE w, í ' 
T= lm | oz? 二 (1 ts)s | 


x 2 
V = ———c sns = ` ` : i, r : 
mg 。 Eai A k `. i; | ， A 1 ~ 
| TE - i : a 


而 拉 格 朗 日 函数 为 s) 


- . Š .. s x. E 2 A p ” roi 
Ta 
2 t (1+or)# -mos I 
ANA. #& . O 5 ht: 
HE | SS 


Piah Hy T: RE SRE 
ER HAREE, | Rar tao E "s: a z Ati D 


于 是 x — mao mg s o a 
P i 


z720, REMATA 


现 讨论 平 衡 位 置 的 稳定 性 设 和 干扰 量 为 5 x 
| x=0+¿= ` 
将 其 代入 (1)， 得 干扰 运动 微分 方程 
ez ë £= 0 
(' +r) Š |+ p ; Jti 0 
会 去 非 线性 项 得 a 
¿ ura E (2) 


(a) #2—ot>0, Bot<8, M x=0 为 稳定 平衡 位 
z. 


* E oe Wa I 

例 4-24 ”一 均 质 薄 圆 盘 ， 半 径 为 r ， 重 为 @Q, KAE 
HAAT H HWRE, 并 在 B 点 用 两 弹 筑 文 持 。 两 弹 
壬 的 轴线 是 水 平 的 并 相互 垂直 ， 它们 的 刚度 分 别 等 于 cl 和 


| (6) 着， <, °>” W= 为 不 稳定 于 衡 位 


c:， 且 c:>cl。 弹 筑 固 定 于 圆 盘 轴 端 处 与 轴 的 下 端 支点 相距 ， 
L, 回 盘 到 下 端 支点 的 距离 是 1。 问 应 使 图 盘 有 多 大 的 角速度 
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i | 
[ 解 ] ” 设 轴 A4B 的 扰动 位 置 用 a G x MEDRA E 
( 绕 y' 轴 转动 的 ) 来 确定 ， WAR. BIS DR Bu 
x z, = lcosacos $ 
于 是 ， 圆 盘 重力 势能 为 
V =Qz,=Qlcosacos8=Qi| 1 一 全 (os 0 
而 弹簧 的 势能 为 


<i Wu su Maa o 
=V, ps 


1 +. F 
3- + n 


= la (kay: rinan. | ~ 


TE i U | E “ $ < ' 四 
又 重心 的 坐标 为 x Eas 
Xo 一 JSin pIp i S À 2 s 


| y = —I[cos #sina=-— la 
Ze = [cos P cosa zs] 
于 是 t =If, je=— lä, zo=0 
P= +g: += (a+b) 
MAARE Q=a++0, EREE M AS, AA 上 
Q, =40Sf, Q:=ÊŻ, Q= 4sinf +o 
因此 ， RABEN 


T= 1gp; 十 , CAQ1+ BO 十 CO) 


a tilas g HAR 


+C (asing+o) 02) 
式 中 | 
A= B= Lere, I c= Sr? 
方程 (4-2) 给 出 为 


将 拉 格 朗 日 对 数 上 二 了 一 广 代入 (3)， 便 可 得 到 找 动 方程 | 
213G +A ë cos* 8 — 2.4 B sin gosp a 
t Csin? p+ Capan Boosp + Cof odp 
+e,L’a—Qla=0 E 
Q n4 ap- Carsin pcosp— Cawoosp 
teL’ B—QIB=0 ai a 
. 172 ° | 


(4) 


上 述 方程 线性 化 后 ， 得 x 
(s +4)]5+Cop+(cP-QDa=0 | 


(L +4)B-Co á+ (eL =QD8=0 
特征 方程 为 
(SrtA)a Coa B 
Hak) cC | 
-Co 人 +A) 和 
十 (cz 一 Q1) 


ap (Seta) att (SF+4) [cL:—Q1) 
| "É +(e|L:— QD] +Ce: Ja? | 
“+(eoL-QD)(cL:-QDND=0 (6) . 
圆 盘 稳定 转动 的 条 件 是 对 %2 有 负 根 ， 
m (r+ A) [Ce 一 Q9+ (e ,L:—QD1 
< +C o> a (ç) 
D1,+A){ CesLr—QD+ (est —Q)] 


2 2 | 
+C | — 4 人 +A) (cL —QD CeL? 


—QI)>0 ” | (8) < 


o> J +4) (QoL ) (QesL) (9) 


K. 173 ,. 


简化 (8)， 得 


0> LNS + A LYQI- 一 C1 DAL +J. ` Qo) 
`= D OJo LE 
OO L +A [ Z/Ql—c, L G 


系统 运动 是 稳定 的 。 而 当 c1L? 二 Q1<csL? 时 ， 任 何 转 速 6 都 
使 圆 盘 转 动 不 稳 定 。: 

例 4-25 一 均 质 杆 质量 为 M， 长 度 为 21 在 光滑 的 水 平 
面 内 滑动 。 慎 上 每 个 质点 受到 水 平面 内 指向 x I, 此 
力 与 到 轴 的 距离 成 比例 ， 比 例 因子 为 内 。 证 明 丁 的 重心 描 出 
—hRy=Asinlax+p), WA, oa 及 为 常数 。 如 果 6 是 杆 
与 x 轴 的 夹 角 ， 那 么 有 6 一 62 一 ”zsin20，0 是 积分 常数 ， 因 
此 ， 如 6 之 7 ， 则 村 在 全 部 时 间 在 同一 方向 转动 。 如 6 


， 杆 将 振动 ,而 如 6 一” ， 则 tg 全 一 th 在 最 后 一 


.种 情况 下 渐 近 地 趋 于 与 轴 相 垂直 的 位 置 。 
[E] MEAP mA enman B BE, 到 村 质心 
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的 坐标 x。，y。 及 杆 与 x 轴 的 夹 角 9 为 广义 坐标 。 
杆 动 能 为 


本 0 al 
为 写 出 广义 力 Q:> ， ，Qs， 先 计算 力 的 元 功 。 在 杆 
上 距 中 心 处 取 微 元 dé， D 
y2(yc + ésing) dE 
雍 力 之 元 功 为 
一 ?ye 十 5sing ) 299 tee0) 
总 的 元 功 


| -ooTeaag) 1 21 $ (0yo +öÉSine) | 
=-= Ce6ye+sanetensba0)d 


== laya + singoos9 ` 21550) 
H, Q, =o, Q, =— My? Ye 
Q=- LMyzlasingcos8 | x (2) 
将 (1)、(2) 代 入 拉 格 朗 昌 方程 (4-2) 中 ， 得 
Mxe=0, M ye=—MY? ye 
M1: 0 一 一 村 ?7214 1? sin @cos@ 
PD .. .. `. 
Xo=0 - yo 二 一) Ye, 0=-——D*°sin8cos@ GB) 
将 (3) 积 分 ， 得 
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x | =at--b, y = Asin(yt--c), | Š oa Í 
01=6*—y?sin*0=y’ ($+sing) (5 sing ) -4) | 
MONNARI, 
= Asin(&x,+ f) 
起 中 | 
=) pan YD 
a= > 6 一 c 一 一 
现 讨 论 后 一 式 9 的 变化 
(a) 4622222, 60—y?sin?0>0， 则 


i= (3 sin0)($-+sing) 
有 同样 的 符号 ， 即 杆 在 全 部 时 间 按 同 一 方向 转动 。 

(6) *4á2<y°, W 8 EEFE- y sin? 0 一 0) 说 
明 6 改变 了 符号 ， 杆 子 发 生 振动 ， 


(c) 当 62 一 ?2 了 时，62 二 )2codzg , -$ — Lydi 
cos0 
Atg = {cos ia d — 2da ` 
Tieg T , Micos = 1 于 好 ， 6 一 Lu: 
; 二 1 二 | o 
je EA bi byta 1 


l tte? o T 
— F At" 2t=0, 0=0, W)A=1I 


0 
tro 
1 tgs 


BHE, 44 
tz% =Łth y” ) 
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当 ; 一 co，th (#7t)=1, 9— 


W HTA ATEA AEE hy yn, 

例 4-26 一 天秤 可 绕 本 身 外 一 支 轴 0 转动 ， 释 村 4、 也 
端 系 两 轻 杆 ， 在 杆 端 名 栓 质 量 为 m 的 质点 ; 4B 杆 在 轴 QO 下 方 
kh 处， 村 重心 离 轴 0 为 :&， 系 统 离 开平 衡 位 置 ， 轻 微 扰 动 。 试 
证 主 振动 的 等 值 单 摆 长 是 上 及 下 面 方程 的 根 

(MhR+2mh)x°— (M (K +R) -+2m(h2+a2° 

+hl)] x+I(M K 2:-+ 22G2a2)=0 ` s 
M SRE E, 20% hl KE, KERMOR ER: I 是 
每 条 轻 杆 的 长 度 。 o 


例 4-26 图 


[ 解 ] 。 取 天 释 的 转角 ， 两 轻 杆 的 转角 9, ，6: 为 广义 
坐标 。 系 统 动能 为 


_ 1 2m2 1 2 2 2 2\ m2 
zM K 2 十 m [193+ (a Thi)? s Poh 
+21 0p a th cos(p+a—0,)] E paba a] 
+m [ali (ath?) pe 


“1797 。 


十 21.6,0wW55 十 了 2 cos(aw 一 9 一 9;)] 


~i MK?p?4 Lm [1263 二 (02 十 2)92 十 21 0ag 1 


tlm [104a th) 9! 2100, p] ` CD 
系统 势能 为 o 
[=mg [(I+h)—Icos9,— a? +h? cos(a+ Pp)] 

十 mg [(I+h)—Icos0, — s/a Fh? cos(a—9)] 

+M gk(1 — cosp) 


~ mgl(01+01) +mghp?+ + Make? — (2) 


将 拉 格 朗 日 函数 上 二 了 一 广 代入 方程 


op | 
得 MK:0+2m(at+ht)e+mh(0,+0,) | 
+2mghp +M ghp=0 x 
. . x | (3) 
- ml’ 0, +mlhp+mglâ,=0 | 


出 此 得 频率 方程 
—(MK2+2m(a2+ h2))p2 —mihp* | —mikp2 
+2mgh+ M gh— mlh p 2 
—mihp2 —ml2p2+mgol o Q 
—mihp2 0 —ml2p2+mgl 
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或 (—ml* p° +mgl)(ml° pt (M K*+ 2mat) —mglp° 
x [M (K2-+Ib)-+-2m(a2 +h? +hl)] | 
+mg*l(2mh+ Mhk)y=0 (4) ` 


令 x= r SF aE, 则 
CD {xs (Mi am x [M(K°*+Ik)+ 
+2m(h2 十 0 十 从) +I(MK?+2ma?)}=0 (5) ` 


AH Z Y E. 

例 4-27 一 长 为 4a 的 不 可 
伸 长 的 强 上 系 有 三 个 重 物 ， 其 
mwm, M, m, 强 子 对 称 . 
BETAH. MESMER 
Rab REHM 受 干扰 后 作 
EEN a RZN, RORE 
HM 的 振动 频率 。 

[ 解 ] 。 重 物 和 只 有 铅 Pua 
得 位 移 ， 是 一 个 自由 度 的 微 振动 。 设 系统 由 图 示 平 衡 位 = 
受 干扰 后 ， 角 &， P 有 微小 增 量 a, 6. 

约束 方程 ya 一 const | 
即  ， xe=asin(a+ )-Fasin(8+ F) 

= const 

展开 上 式 ， 并 略 去 二 阶 及 以 上 小 量 ， 有- ， 


sina + a cosa + sinf -+f cosg = const 


=Sing+sinf 1 | .. 
于 是 ， 得 
a 
f 一 -CORSC 一 . 
P cos P (i) 


Jho 为 系统 的 广义 坐标 ， 系 统 的 动能 为 
T= zmax)? . 2 + 3M M 


Ë xx= acos(a--a )+acos( f+ ) 
~a [cosa —a sina +c B — B sin B) ` 
所 以 x u=a( — a sina— # sing ) 7 
=— ó [sina +sing( — 52) | | 


— a Sin(p—o) 一 
COS 


i . 

因此 T=| ma? 十 Ma hs |a | | ( 2 » | 
系统 的 势能 

= —(mgacos(a + a ) 十 Mg [acos(a +a ). 


+acos( f+] } | 
= — (2mgacosa +M ga( cosa + cos P ) + 


(—2mgasina— M gasina) a— M ga Bsin 8 
+ 2mga (~ ) cosa Moa( -2 一) cosg 
pb” x 
tMon( ~ ) on) 
系统 平衡 时 ， 矿 的 一 次 项 a 系数 为 零 ， 由 此 给 出 


_ Msin(f—a) | (3) 


m : 
2sinacos p 


ABO), (3, RAV pa 的 二 次 项 ， 有 
“180， 


sh. 
G 2 cos :asing + cos2psinp | | 
=V, +M ga — sost sina | (4) 
将 (3) 代 入 (2) 得 
s arm (5) 


Ma? - sin(p~a cos( £ dJa ` 


Snacos’p 


cos 2asma cost sin 6 _ 
+M gaa cos ë sma 
于 是 有 小 振动 频率 


b= ' g(cos?asina+cos*f#sin8) 
V icosacospsintB— a)cos( Ë —a `: 


例 4-28 MEX BR 
筑 与 国定 墙 联结 的 质量 为 mr 的 

本 板 ， 在 光滑 水 平地 板 上 滑 . 
动 .在 木板 上 上 有 质量 为 mm/2, 闭 .， 
和 从 为 > 的 贺 盘 做 只 滚 不 滑 , 圆 


盘 中 心 与 木板 的 边缘 用 刚度 为 ”| .i 
2c 的 弹簧 联结 。 试 建立 系统 的 图 
拉 格 朗 昌 方程， 和 i 

I RRINE, Me, PXT RAR: 系统 的 
动能 为 x 

T= +m x2 十 Ë 1(a)es+ +. x)?+ 3 (Tmr: J? : 


= Sma 七 mr xP ++ me? p? 
NOW36252036 tu 8 B8kp 3508 3 X, 则 系统 的 势能 为 
y= geat gert tgU rp) mert tor 
而 拉 格 朗 日 函数 为 。 
L=T— y= m x 二 ` mr K ex — crp? 


WERA RNA NEÇ), 得 
>m x+ > mrp+2ex=0 


二 mr% 十 nr 十 2cr “P=0 


` k 
， A : 1 ， 
` k: .. ; x. Í loa 


到 3m x 十 mr p -+ 4cx= 0 . 


2m x+-3mr p+8crp=0 I r AR 
例 4-29 : DB 1848368929 J FF, ` 
 2a RIE RWE NEE ABCD. 
0, wA 固定， 而 感人 自由 地 在 二 通过 
TA RER REE EE. JERRY C 
与 4 重合 ,: 出 整个 系统 以 角 巡 度 o 
” 绕 铝 对 线 转动 ,! 试 证 ,如 时 在 后 续 
运动 中 2 EEH B FF R eah AE 
f, 则 有 co 2posC 一 3gsin2a、 
[ 解 ] 图 示 机 构 有 两 个 BHI 


p E 为 确定 其 在 空间 的 位 置 ， 采用 
3 S O 8 Ff 5 o, HDO ET ErSe 
lR”. 


AR ENI. 


`w e 


轴 (x 轴 )， 在 计算 其 动能 时 ,可 算 右 侧 两 根 杆 4D，CD 的 动 
能 ， 再 乘 以 2 即 可 ， | 
设 杆 4D，CD 的 质心 为 ce,，cs， 其 坐标 分 别 为 


citi: X11 二 GC0S0 C3 KA: Xs=30C080 
y, =asinggsinge y= asins p (1) 
21 一 CSmnpcos x z s= asin0cos9 
将 (1 ) 对 时 间 1 求 导 一 次 ， 平方， 再 相 加 ， 有 " 
v? =x? +y? 十 32 一 a202 十 ap2sgin2g . E | 
pnp 9) 
(2) 
而 各 杆 转动 角速度 均 为 _ 
o= 9 十 6 . G) 
PR COVE ADHA P OEE EIRE C ETER, 
c16 轴 垂直 杆 的 轴线 ) 得 x 
0; =— @cos0, o,=ọpsin0, o= (4? 
而 在 CD 杆 中 心 惯性 主轴 上 的 投影 ， 与 4D 杆 相同 。 
又 J,=0, T = J = m(2a)t=- ma? (5) 


因此 ， 系 统 的 动能 为 


| f=2(Tsp+1o0s)= a myst LU wjt o 


102) |+ mod t y (Jot Tv +] eol) J! 


(6) 
将 (2)、(4) 和 (5) 代 入 (6)， 整 理 后 ， 得 UY 


T= Š mat (6'4 pising) Hemat rng 


+i B3 > 


到.4 点 为 势能 零点 ， 则 系统 的 势能 为 


V = —8amgcos0 
于 是 ， 拉 格 朗 日 函数 为 
L=T— V= mo? (0° teinsg) + amorp: sin tg 
十 8amgcosg ` i (7) 


因 工 中 不 省 p， 有 循环 积分 ú 
oL 8 , i 
x wawara ss ` 2 sinig- =c 
09 
当 ! 一 0 时 0=90°, 8=0, P=0RA EE, 得 
psin?9=0 oaa aa (8) 
因 系统 在 势力 场 中 ， 有 机 械 能 守 人 各 分 
T+V=G | 
8 


| 即 k: 0: +o? Yn0) + satanas 9: 


4 
T it e ", . " 


' 本 . ". r a i 
. am 


-Samgodso co Ti 
Ci=2 mao? x 
3 | 


因此 


g Ma B? 十 902sin20) 十 8ma2 0asin20 一 gamg coso = 


a E | — 8 > 2 ü K. KW 
` L o G Oo“ U S ON (9) 


3⁄0=a, 9 二 0 和 式 (8) 代 入 (9),, 得 _, i 
S masinta 2 X ?pom 8 D aa: 
3 panii nrg) VC 和 一 二 GO 


"B44 。 


` "W oa w. 


= 


| ao2(1—smša)= —3gcosasin'a | | 
BI ao šcosa== 3g’ė. `. . (10) 

例 4-50 JUR3SMBISERUS IEEE KT E, — 
AKSI kE A, BE MDONDS, B-N 
MESMER. BOTJR 2 8 6 BS 04085 Eee, AN 


速度 "与 它 成 直角 地 抛 出 .如 M 一 3m, 试 证 线 ii 
交角 2， 此 时 
p :(3 一 cos29p) 一 Zoop 
[证 明 ] RAMTE, REAM OIRR, y. 
转角 6 及 线 相对 线 端 色 的 下 为 广义 民 标 ， mAr. 质点 


B 的 坐标 为 
xp 一 % 十 00080 十 0c0840 十 风 ] 


一》 十 ggqipng 二 oemmCg 寺 内 
KERARI O Maa E are 


xs=x —a sin —al 0+ piatto) T 
„=F agota (5 F p)cos(o tp). 
18i 


_ 1 i.s s i/ia aa Eyra 
T= zM tý ) 十 -村 (二 Mas 3 十 二 mt[ 


一 a3sing—àa(6ó6+@)sin(0+@)] 2 十 [g + aŠ cos 
+a(0--9)cos(0+9@)] 2) a o 
系统 的 势能 为 
y =0 
拉 格 朗 日 函数 为 
L=T-V =T 
尖 工 中 不 显 含 *，y， 故 Xx，y 为 循环 坐标 ， 有 两 个 循环 积分 
Lo, Lc, 


i Mz+m [2—afsing—a(6+9)sin(0+9)] =C; (3) 
My+m [#+aócos0 +a(ó+@)cos(0-+-@)] =C, (4) 
由 初始 条 件 二 0 时 ，fo 一 go 一 0，6o 一 0，9o 一 —, 0 =? 
一 0 来 确定 C, 和 Cs， 得 


Ci 一 0， C= mv (5) 

将 (5) 代 入 (3) 和 (4)， 并 注意 MM=3m, 得 x 
¿= {Gsing+(6+ p)sin(0+@); | (6) 
$=-(u—aócos0—a(ó-+-@)cos(0+9@)) (7) 


将 (6) 和 (7) 代 入 (1)，. 得 | 
T= $ ma [46592 +2 9 6 +20(6+ 9)cos9 
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+, c2 
又 (8) 中 不 委 含 9， 故 98 为 循环 坐标 ， 有 循环 积分 
dL Te oo 
og 09 
pj 


836 十 20 十 ? p cosp + 46cosp = Cs (9) 


KIRI =o, ñ =o, 94 一 0， :9o 一 工 代 入 (6)， 得 


4 
c=? 
a PU eop) | (0) 


= 2609) 
入 系统 是 保守 的 ， 有 能 量 积分 了 = 了 0， 即 
a mas fa 2+g@°?*+2g02+429(0+ 9)coso + " 2a) 
(11) 


=T, =} my? 
2 


将 (10) 代 入 (11)， 整 理 后 得 
p’(3—cos? p=? -cosp | 


(12) 


均 质 正方 形 薄 板 的 一 个 项 H s< uJ 绕 e 局 O 运 


例 4-31 
,而 其 一 边 OA 被 约束 在 光滑 水 平面 上 、 初始 时 平 板 静止 
EET. Ç SARIE, KEJEBHAT, RES 


— BOB: Oz3 EA H F RRE 
aĵ?{7 十 268sin 20) 一 489( 1 —cos0)(1 十 Sin 20) 7 
+ 187 <. 


其 中 4 是 正方 形 的 边 长 ， 


例 4-31 图 


[ 解 ] ”系统 有 两 个 自由 度 ， 取 转角 9，9 为 广义 坐标 ， 
如 图 示 。 薄 板 绕 O 点 转动 角速度 


o= 0 +4 | x (1) 
将 (1) 在 O05，07, .06 轴 土 投影 ， 得 
Oo 一 0， GQ), = psing, © .= PCOS (2) 
SEO 点 转动 的 动能 为 
T= (J 0} +I 0+0} 00 (3) 


wI J.,=J,= gma’, J = ma, J. = + mas (4) 
将 (2) 和 (4) 代 入 (3)， 得 x 
= ima? [62 Fp? (1+ sin?0)] — ' ma pease 
菏 板 的 势能 为 
=mg lao (9 点 为 势能 零点 ) 
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于 是 拉 格 朗 吕 函数 为 

L=T—V = — mas [+o tsino) 
— ma? ycosbg 一 gdcosg 

因 工 中 不 将 含 9， et BRERA ' 

x QL _ x | | 


a 
BẸ 


| £ 


gretsi) $— m medooe nt (5 


又 系统 是 保守 系统 ， 有 能 最 积分 
T+V=T, Wa 


EEE E 


— ma? iya +s) Kukuli 


1 


把 初始 条 件 t=0 时 ,6= p=0, 0=p=0 AGE C 各 
: Vo, To, 得 

C=0, T | =0, Po = mga | 
于 是 ， 我 们 有 


ma? ( | +sin19509: — —hatóote8=80 P S4 (6% 


' [tpr Esin dy] 一 --matápcoso 


. 18a > 


+ mgacos0= mg0 0) 


H(6)38 mat, 有 : Ha 
o — 30cos0 E I (8) 


| . 4(1+sin*0.) pon i 
-将 (8) 代 入 (7)， 得 o 
1 ma? fó + Oso008 0 ]- -Tm ` P 


=L mga(1 —cos6) 


2 2 I 
-或 I sje (7 + 258in "|=: lg(1—0080) : l 


16(1+ sin20) 


"BD a61(7+25sin29) = 480(1 cosg) (1 +sn20) 
例 4-32 R+4—4 B BEBE hiiia; ET 


Eg pi SE Ey Sh JR K BAI B ga. 
[ 解 ] R q 才 示 质点 在 势力 扬中 的 位 置 ， ， 质 点 的 动人 


-和 势能 分 别 为 .， | O a 
T= Tig, D. y= ero I x 
Wagar ap T 

q dr d l | ° 


dT ÒT L of > dV ay (3) 


n e a pp 


+ 二 Og o df dg (3) 
alar ü i alia 和 


-2490 > 


a 
S| 
1 


由 齐 次 函数 SEJE EA 
Er l 4 一 27 
将 (3 ),，(4) 代 入 (2)， 得 


dT dV _/ d oT _ or ,dy 
df dr -( $ 09 òq qt = =0 


Hi0, FEA 
aor _o7 ~ _ dy z d oL Lag 
t o oq dg” dð 0 ` 

Ap L=T-—-—V. 5 
例 4-33 考虑 一 自然 系统 ; RERAT =E n MV 


=V (q). WEH, FMRE- 7 十 亚 对 时 间 的 号 数 等 于 
$, 入 得 到 下 确 向 汉中 AA 
(m, 
dT dy 


En tU omotat- TORN 4 


dy (q) dq _ 
tao dg | q“ š 


消去 后 ,得 ” í í í í 


m(q) g+ Lima) 42 + =0 


例 4-34 已 知 一 Es B akutawam, ŠEN, 
若 令 能 量 积分 对 时 间 的 全 导数 等 于 零 ， 则 由 此 得 到 的 微分 方 - 
程 和 第 个 拉 格 遍 月 方程 采 以 &， 然后 对 求 和 所 得 的 方程 棣 
同 。 
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[ 解 ] 。 因 能 量 积分 为 
Pt 一 B z 


#& a (2940) 89 oL o O) 


LAW H Jy e 


E EIEE: 


gim iaaii | 


dor _ Q, ,中 = 四 和 


š uode L D 


洲 (3) 代 入 (2) 


òL — - d (8: t); | 

Es fO ds 法 j -让 - 4, : š: 
一 一 L LAŞ i y Un 
-jag ITP aq, 4 z Ea 


é = 


- *. 192: <. 


dt 
”由 此 证 明 (2) 与 (1 相同。 
例 4-35 ”一 均 质 杆 4B，. 
长 2a6， 放 在 光滑 水 平面 上 。 杆 
mT REDA RRAK 
为 .c 的 线 上 。 线 的 另 一 端 被 加 
定 在 水 平面 上 的 点 o。 开始 时 
oAB 共 线 , 而 杆 在 垂直 于 其 长 
度 方向 上 以 速度 o 无 转动 地 元 
出 。 荆 证 村 所 吉 的 最 大 丝光 


RREI- — 一 


CH] pre ATEH, RP, 0B AiE, 设 D、 
为 4B 杆 的 中 点 ， 其 坐标 为 (xp，yp)， 我 们 有 
xp=cCoSP +acos(0+9) 加 
 yo=*csimp-+asin( 6-Fo)) : ` 
Tü £ = —c psing —a(6+ pinlo tp) 
Wayunka @)ceos( 0-0) 
=t;+#$;=c* g*-at(6 + y? + oe "ICES p) cosge 
系统 的 动能 为 


e OR 
+ . 
r eA ` ' ' _ 上 ' . -T Tt 
d | i . 1 4 f 上 ` 日 “ _ 
= . Ot ` ， 
E ， ' . " 1 
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bd ` 
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-T= mo 了 aa Jero ! 


1 


= ym[e 00 +20 8 P+O eosa] f 


+Lma? CADU 


系统 的 势能 上 =0。 
mAH KALT. | 
笋 上 中 不 显 含 p9， 故 9 为 循环 坐标 ， AMARA 
ðL _oT 


=m G p+a?(ġ+ Py taoli +p )ens0: 
09 09 


a f ' - 


十 acpcosg +, 0 :人 +ó) ]-。 四 (1) 


且 系统 有 能 量 守 展 积 分 
 T+V=T=h 


BJ m [et 9'+at(ó+9)'+3aep (P+) 
Hn Gh 1 G. 
由 初始 条 件 本 0 时 ，9 一 0 一 0，9 上 6=0， p=. 代 
A 入 (1), (2) 确 定 a 和 h S l Q 
得 1 一 mot, c =m [eonyev) meko+ a) 
Hh, c WRAK): (2) 得 ER 
ci 1 二 (ba2a89(6 二 六 ogg = 
(As 


€ Har O +D) + oo(G+ Seog tocpeoed I 

十 去 (B+ Hate) (0) 
AÖ; BO i Pavin i 

p? aat naona la) pt a (5) 


s 194 ° 


wa = — ram — — s. 


由 (4) 得 9 (c? +at +2accose+ 5-a) 二 (6 十 c)e ONE 
化 简 (5) 和 (6)， 得 
c*+a?+20c0080++ 二 a: 二 (a 二 0)? 


2accos0= 2?ac— Za? 
NI cosg 一 1 一 -< 


例 4-36 ”质量 为 m 的 质点 
EREA oxz 肉 沿 曲线 z 上 ¿` 
f%*) 敌 无 摩擦 的 运动 .- 试 建立 
拉 格 朗 日 方程 ， 并 求 其 第 一 积 


分 ， 


[人 MAIRAN 
LEi, RRI SESH A 7 
HA + | | K: . r _ og 4-36 图 hy | 
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V =mgz=mgf (x) 
将 拉 格 朗 日 函数 了 一 2 一 TRAR H ve 


d òL _oL ` = ` nA: . 
dt dF Ox 


m ar aC Jenit peg 


L" ' ~ 
* ! 了 。 Q 
€ . fo -ari , 


-ne (E) not =o 
化 入 后 得 


ma [1+ (df) ]+ 889 (df y tmggi = (2) 


较 系统 是 完整 保守 系统 ， 故 有 能 量 积分 ， 即 
l 12 cf Y w= i 
ymi i (Gi) |+mof(x)=C (3) 


.此 积 DRA HCPA, 再 积分 而 得 到 ， 

例 4-37 在 光滑 水 平 桌面 
上 ， 有 质量 为 m 的 两 个 质点 用 
Aa Ae. 

线 长 为 6。 运 动 开始 时 ,一 
ES. 5 R AES ET 
方向 的 速度 P/m。 取 一 质点 的 
坐标 (x, y) 及 线 与 其 初始 位 置 
例 人 37 图 间 的 夹 角 9 为 广义 尾 标 ， 试 建 
- 立 系统 的 控 格 请 日 函数 ， 写 出 运动 的 第 一 积分 证明 6= 
P /(ma), 且 两 质点 各 作 圆 滚 线 运 动 。 | 

[ 解 ] ”系统 有 三 个 自由 度 ， 取 Xx，y，0 为 广义 坐标 ， 
如 图 示 。 Es 
M , ARI 3JJ BEN 


T= m(ż? +4?) 


M , ARJA ER x | 
x,=x+aco80, ys 三 y 二 asi0 


M :点 的 速度 分 量 为 x 
k. $=. aĵsinð, J= 4-+aĵčosð 
而 其 动能 为 

T,=m(1+81) 

=m [t2 Lg2 + a202— zat tsino — #cosó)] 
故 系统 动能 为 
太一 了 ,十 7 一 mm(Z2 十 9 二 0502sinp 一 加 680) 

+ maté? | — (1) 

RABAV =O, 
拉 格 朗 日 函数 
L=T=m(%*+#°*)—mab(#sin@—css80) + S ma202 


因 系 统 是 保守 系统 ， 有 能 量 守恒 积分 了 一 了 4， 
x May Maia t=y=0, 5 ,=o 二 p/m 代入 (1) 得 


. ó= P. 
Bp ma 


注 此 运动 第 一 4 分 ( 即 能 量 守 恒 积 分 ) 为 
m(t? +ġ?)— madl Esing- PTEN l pia tra = 


又 因 过 中 不 显 含 x， ， 客 有 了 两 个 循环 积分 
9 C, ; 2m ë -— ma2sin0= G; | | (2) 
L 


FI =C}, 2mg + mascos0= =C; E (3) 


由 初始 条 件 1 一 0 时 ， ż+=ġ=0, o= 0, ma 入 
《2)，《3)， 求 得 | | 


C =0, C,= P a N, 

将 C1!，Cs 的 值 代入 (2)，(3)， 整 理 后 得 ” | 
2%— a0sing =0 x x (4) 
29+a6cos0 = =a6 (5) 


由 (4)， dx 二 0singd9， 积 分 得 

x= (1 一 0030) _ (6) 
由 (5)， dy=—a(1—cos0)d0, 积分 得 

y= =a(0—sing) | 


《6)，(7) 是 M ;点 的 轨迹 方程 
M , BJ 3 up rg 23 


x,==x--acos9=-a(1--cos0) 
,一 y 二 asinbg 一 EC 


rH Ja M, MI, Ms 两 点 均 作 国 深 线 运动 . . 
例 4-38 求 其 拉 格 朗 日 函数 工 = SL, Ea IDEA 


依赖 于 广义 坐标 和 时 间 的 系统 的 运动 。 
[E] 因 L==L(9), fa, +, n RAJ S A 标 和 时 
BJ, i | 
O Lo Gs g e, n O v 
dg, O (i=l, 2, , n) : (1) 


Par. az. Me anA. 因此， 有 循环 积分 
at =C, G=, 2, +=, D I _ (2) 

采 久 的 反动 由 g 沾 入 环 可 分 多 定 ， _ 站 
例 4-38 试 求 由 拉 格 朗 自 函 数 之 三 VIFA DE EA 


BRRR. 
[W] KL= SATE FERA Ba, ESTA: Bj 


òL 


li =g 


Òx 


有 循环 积分 CAP E 55 1 
óL _ t _ | 


O02 Kitz 

点 的 运动 方程 aa KEN 
二 CoM 1 i Rit e= 
式 中 C=C} oan 

例 4-40 RAC, PIWI, o o a 
SHIWI H Jika Q 
程 i、 opp rb 
个 关于 r 的 微分 方程 ， 并 且 简化 后 。” 
所 得 方程 和 用 罗 司 方法 也 得 方程 组 
[ 解 ] Ar, PAT ER mom 
系统 的 动能 和 势能 分 别 为 


=la(hir' sin? ap 2) 


V=mgrosa l SS a 


TIR ARAA | 
7 189 - 


3. 


L= T— p=] Ia snta)— 一 iorGaac ` - (G 


因 了 中 不 显 含 9， 故 有 循环 积分 
QL =e, 即 mr “Sin z p= -0 x V B o u 和 ， š 
Oyga eng" 


PE P 


将 (1) 代 入 


m r—mr psin?a+mgcosa=0 (3) 


将 (2) 代 入 (3)， 得 


又 罗 司 函数 为 
RELL .= Lm (avad asinta u sQ 
A o? : T e e H; a >” ` l t 5 A voa Í pa: 


ol + 
j _ . . - . q . F ç ， E “ L: ` a f 7 ` 


m 了 一 


4/ gren p A a Gone a 
| f = &. A Ea F m= . “ 1 -i .更 ， tr ， ; . = 
| maro OP i E PÈ, (BP 
- ` . - ` i 
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Ohy .. . oO T i k ` BEP 
ARKO). BAR, HOYR EAT 
F "|. 1... r >: ie ` 
ë r '. t kl ; ` ñ ' 
` | * 了 r 


| d ðR _oR mo u 本 
代入 罗 司 方程- 上 dor ra 0. 各- i 
` a | | Wu pani o 


y 
mr SI “G | 和 


方程 (6) 与 (4) 相 同 。 
+ 300 . 
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例 4-41 质量 为 m 的 小 重 环 沿 
质量 为 M 半径 为 的 光滑 金属 丝 圆 
周 滑动 ， 金 属 丝 圆周 则 绕 其 馈 重 直 
径 转动 。 试 按 罗 司 方程 形式 建立 系 - 
统 的 运动 微分 方程 、 Ea 

[ 解 ] ”系统 有 二 个 自由 度 ， 
取 9，6 为 广义 坐标 ， 如 图 示 ， 
系统 的 动能 和 势能 分 别 为 


| | BA- 
1 252 1 2 Ion2 Ifin 2 \m 2 | 
T Sr 0° +r ° Pp“sn 0) 十 (L Mr Jo 
二 一 mgrcos9(0 点 为 势能 零点 ) x 
AAEH H PRX 
十 二 Mr29p2 十 mgrcosb o 
因 也 中 不 显 含 p， 故 9 为 循环 坐标 ， 有 循环 积分 


Lac (msinrg+ lMri)p=C 


op 

因此 E 
mrssin20 十 -Mr 1 (1) 
罗 司 函数 
p= L—9L ç =imr rr gisini0) + LMrip? ` 

A 2 www 
°? ` o 

-+Lmgrcos0 — Cp E (2) 

. 20i - 


将 (1) 代 入 (2)， 得 


— .2,2 C? 
= ro L 
2 r2( M + 2msin?0) +mgrcos9 (3) 


将 (3) 代 入 罗 司 方程 GOE R =, 得 


2mc “Sin20 ` = 
mr? 0 -EUM Eoman gy +mgrsing = -0 


. > _ _ 2c2sin20 
sm 6 ri(M Fmsin20) T Z sing= 0 


例 4-42 求 惠 特 克 函 数 玉 ， 建 立 拉 格 裔 日 函数 为 
= (如 十 如 十 g19$) 一 小 (gf 十 2) 的 系统 的 惠 特 克 


方程 
mO 系统 有 能 好 
(+t) + (a + 0) h (1) 

把 9 作为 自 变量 ， TOTA a 
noit ena (a=k) 
fg (= 和 (2) 

将 (2) 代 入 (1) 得 . 

AD 

ygi ta Ha 


将 (3) 代 入 中 ， 关 令 其 表示 式 为 0， 有 
, Q= (q+ +q laitat) (4) 


- 202 ° 


将 (4) 对 & 求 偏 导 一 次 ， 并 令 其 表示 式 为 ， 则 


L =%,(q,*+q +q) 
将 (3) 代 入 (5) 得 ` 
一 2 7 2 2h— (91 十 qz ) 
一 (9 +gq2’ 十 qi) J 
=, [2h—(gqi+q;)]) (q1? +2? tgi) 
因 (6) 中 不 显 含 gg ， 故 有 新 的 能 量 积分 ， 


L 
PA -gi tqa L =K 


„aA . 
guil 


a? 12h- ta) k C ` 
‘fg +q tgi 1 C: — 


又 根据 题 给 的 L， 求 得 ， 


_ óL _. ðL; 
Pi Og, g), D2 òf k 


将 (9) 代 入 (1)， 得 

ogi s= 2h (qf ta} )— (pi taD) 
或 q, 4 = ZZ GHS GFS 
EGY, 04908), .得 


KA ara 


EERE REES aat” 


(5 六 


(6) 


0) 


(8) 


4-1 应 用 拉 格 并 日 方程 推导 单 摆 的 运动 微分 方程 。 需 
分 别 以 下 列 参 数 为 广义 坐标 : 

G) 转角 or (2) 水 平 能 标 x，(3j】 WEBY. 

管 ， (1) p+fsnp= 0， 


(2) PIU +x?) x +x x?]+gx(1?— xX)? — 
. . 2 
(3) PIC- y) y +y y ]—g9 (E — y’) = 


4-2 椭圆 规 尺 由 曲柄 带动 ， 作 掉 在 曲柄 上 的 转动 力 滤 
为 开 。. 已 知 ， 曲 柄 与 枯 圆 规 尺 为 均 质 ,重量 分 别 为 已 和 2 P; 
OC= AC=BC=a; 滑 块 4 与 8B 名 重 9g， 如 不 计 摩 擦 ， 求 曲 顶 
的 角 加 速度 

4~3 .飞轮 URAS MEI TEEN O; 转动 


飞轮 上 带 有 齿轮 2 的 转动 轴 of 。 诡 轮 2 FKR 3 we, 8 


题 4-3 图 


轮 3 则 可 以 和 飞轮 无 关 地 绕 同 一 轴 转 动 。 齿 轮 3 的 转动 受到 
图 上 所 表示 出 的 螺旋 弹 筑 盘 的 阻碍 。 该 弹 竹 的 反作用 力 抑 与 
齿轮 3 的 转角 成 正比 例 ， 等 于 p. ARRI 为 均 质 贺 
盘 ， 半 径 同 为 0， 质 量 同 为 m; 飞轮 对 于 轴 Oi 的 转动 惯量 为 
2070 ;最 初 该 系统 处 于 静止 状态 。 求 该 系统 的 运 动 。 

pan 


H: | 
M / l 
—— f|; Í —cosI .0 i 
p= 26 (1 1.02 Uma: 


M 1° M i | — 
. i ——— | 11 一 COS1 ,02 Z. $ te 
p= Bmar 1 6766 | C0810 A ) 


4-4 木 白 放 在 两 个 滩 子 上 ， 由 于 水 平 力 吾 的 作用 而 引起 . 
运动 。 设 板 重 为 Q， 而 每 一 滚 子 重 为 Q 。 求 板 的 运动 
, 勾 变 速 运 动 , w= — P g 
Q+ Q, 
4-5 均 质 圆柱 体 半 径 为 r， 重 已， 在 半径 为 R 的 圆柱 形 
WARMA. R: 0) 微小 摆动 的 周期 ，(2) 如 起 始 时 
的 09i 线 与 铅 垂 线 成 2。 角 ， 拉 柱 仿 无 初速 地 滚 下 ,， 求 当 Fi 


T% 


竹 深 到 最 低位 置 时 对 图 档 的 正 压 为 和 麻 氛 力 ， 
s R- r) 
管 . O T=27 2g i} 


O | N=P+4( 1 -cosy， )P; F=0 


4-6 飞轮 在 水 平面 内 绕 铅 垂 轴 O 转动 ， 轮 幅 上 套 一 

- 沸 块 4， 并 以 弹簧 与 轴 心 相连 。 已 知 ， 飞 轮 的 转动 惯量 为 

Jo 滑 块 的 质量 为 mm， 弹簧 的 刚性 系数 为 c， 弹 簧 原 长 为 | 。 

RIVERI EEOAE EKAT UBE, 写 出 系统 的 运 
动 微分 方程 和 初 积分 。 

B. 运动 微分 方程 为 


AE 0 Tm(+x)*6 6 |=0 


mx _m(I+x)6 十 cx 一 0 
方程 的 初 积分 为 


“I FaF 
> mx? 十 -一 Zox? 十 工 >|: ,Fm(I+x)2 |6? =c: 


| 其 中 c1 和 cs 为 积分 常数 。 
4-7 重量 为 忆 的 楼 柱 4 和 重量 为 Q 的 实心 均 质 圆柱 互 有- 
公 切 点 (如 图 示 ) 。 两 个 柱 体 一 齐 沿 斜 面向 下 运动 。 射 面 与 水 
平 的 倾角 为 g。 设 圆柱 只 滚 不 滑 ， TE B EO RETELA ATT A- 


是 光滑 的 。 试 求 楼 柱 的 加 速度 
F: 
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题 476 图 ， 题 4-7 图 


4-8 两 个 滑轮 工 和 的 重 景 分别 为 9 和 Q。， 而 重 物 M 
的 重量 则 为 已 。 重 物 M 下 降 时 解 开 轮 上 的 绳 并 且 无 滑动 地 ， 
带动 两 轮 旋 转 。 设 两 轮 为 实心 均 质 圆 柱 ， 求 重 物 M 的 加 E 
J. 

E E 
a x E P+Q+Q, ° | | 

4-9 ”重量 为 P1 的 杆 4B 向 下 平 动 ， 使 两 个 各 自重 量 为 
二 :的 相同 辊 轴 分 别 绕 水 平 轴 ORO: tezh, 同时 迫使 夹 在 杆 


题 4-8 图 ， Í | | 题 4-9 图 


A AARTE NN RESP BR ETN. 设 村 4B 及 固 
< 定 平 面 与 水 平面 的 倾角 为 9， WORDA E DAAE HE. 


2 P +P, 
sp iF 8 PrF sp; no i 
4-10 在 闫 动 镑 车 的 手柄 0.4 的 4 点 施加 本寺 于 0O .4 的 
,使 重 物 放 提升。 手柄 O04 的 长 为 !，M 的 重量 为 P:。 上 面 
滑轮 的 半径 为 r- 及 R， 相 对 轴 O 的 转动 惯量 为 1; 底下 滑轮 的 
重量 为 Ps。 ， 相 对 辅 C 的 转动 惯量 为 Vs 。 略 去 绳 和 手柄 的 重量 
及 摩擦， 试 求 重 物 对 的 加 速度 
人 [2QI 一 (Pi 十 Ps)(R-r)]1(R 一 r) g 
a:  (P,+P,)(R—r)2+ 4g(7J,+ J2) 
4-11 平台 4B 放 在 光滑 水 平面 上 ， 其 重量 为 P,。 手 推 
车 DD 的 车 身 重 P,， 四 个 轮子 各 重 Q， 轮 子 的 质量 沿 轮 毕 均 名 
分 布 。 如 在 手推车 上 有 水 平 力作 用 ， 试 求 平台 48B8 的 加 速 . 
E. WW FEL REN. x 
mii 


Fi “q = 2g 


4 JFQ o 
P,P; + OC P TP HO) | 


Rid- g x 


”4-12 棱柱 体 M,、 . M ,的 重量 分 别 为 Pi、 
,在 楼 柱 M 上 有 六 四 加 作用 ， 略 去 摩 氛 及 滑 Bon E 


a BORDE M, 的 加 速度 
> 


H: 
F(P{+P,)— PaP, 
(P, +P, )P,+(P +P,+ P 五 S 


4-15 ”模块 4 的 重量 等 于 P, ， 沿 水 平面 滑动 ， 而 模块 末 
则 党 4 的 斜面 滑动 。B 的 重量 等 于 P。， 角 a 为 已 知 。 如 在 杭 
筷 了 上 有 水 平 力 玉 作用 ， 试 求 模块 4 的 加 速度 。 摩 擦 略 去 不 : 
x 区 a= sina 十 Pacosa 

P + P,sin*a 


gsina 


题 4~12 图 O 题 4-13 图 ` 


4-14 ”重量 为 Pi 的 栅 块 4 放 在 水 平面 上 ， 而 重量 为 P。 
的 物体 8 则 放 在 斜面 上 ， 在 半径 为 + 的 滑轮 O 上 作用 有 顺 时 针 
方向 柯 的 力矩 M 。 略 去 滑轮 重量 及 摩擦 ,， 试 求 模块 4 的 加 速 


x P.rsina— M 
£: u =° 


P, + p.s 2 495956 
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4-15 ”重量 为 忆 ， 的 模块 4 放 在 水 平面 上 ， 而 重量 为 P。 
:药物 体 8 则 放 在 射 面 上 。 滑 轮 O 的 重量 等 于 Q 见 题 4-14 图 设 
滑轮 的 质量 党 轮 缘 均 多 分 布 ， HIERDE, 试 求 模块 4 的 加 

gP:sinacosa 
PF Paina} 2Q)+Q(P, + Q) 

4-16 在 水 平面 内 的 机 构 由 两 个 相同 的 齿轮 1 和 2 同 昌 
炳 04 组 成 。 两 轮 的 质量 沿 轮 缘 分 布 ， 每 一 轮 相 对 其 轴 的 转 
动 惯量 均 为 /。 如 在 曲柄 上 施加 转 矩 放 。， 在 轮 1 上 施加 和 转 
*EM,, DA SK BH 48 Ze 18 Fe A Ja) E BE.. 曲柄 的 质量 和 摩 3 Bir 
去 不 计 。 


题 4-14 图 题 4-16 图 
4-17 在 水 平面 内 的 机 构 中 ， 齿 轮 1 的 重量 为 P， Æ 径 
Hr: 齿轮 2 的 重量 为 Q， 半 径 为 2 >。 在 曲柄 O4 上 Mati: 转 
EM oO, 在 齿轮 2 EMS EM. 设 齿 轮 2 的 质量 沿 其 轮 毕 
分 布 ， 齿 轮 ! 为 均 质 圆 盘 ; MARRET, ARH 46 2 
#9 AMEE. 
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a l e 3M+2M 
x: x . 4 r (P+ 3Q) ` 

4-18 三 肖 轮 机 构 放 置 在 水 平面 内 。 三 个 齿轮 为 相向 的 
芍 均 质 圆 盘 ， 其 半径 为 -， 质 量 为 m。 在 曲柄 04 及 居 轮 3 P. 
分 别 施加 转 矩 内 及 。 略 去 曲柄 的 重量 及 麻风 ， RRE 轮 
和 外 三 的 角 加 速度 。 


管 . 
M, 22M M, ,—-10M 
£ j =€ , = a £, 一 一 _ n 


Baa 题 4-1 s 


4-19 在 重量 为 忆 ， IK b35 3881 A l-i plk, 其 万 
一 端 连 到 滑轮 8 的 轮 缘 上 。 滑轮 如 的 转轴 O 是 固定 的 ; 该 轮 的 重 - 
E Pz, 半径 为 r， HAH AK UREE. ka 2 ja] ñ! EE 
擦 、 绳 的 重量 以 及 轴承 摩 氛 均 略 去 不 计 。 圆柱 4 滚动 时 解 开 
绳索 ， 并 无 滑动 。 设 施加 于 滑轮 8 的 转 矩 为 M, ARARE 
PA AAEE REE 

=, y 1: 

6 Mg ` 2 Mg 
 (2P,- ESATE :  (2P,+ 3P,)r 


4-20 在 重量 为 P 的 物体 4 上 作用 着 平行 于 光滑 平面 的 
.911. 


. 力 F， 该 平面 与 水 平面 成 角 4。 物 体 4 上 还 连接 着 绳索 ,， 强 
的 另 一 端 缠 在 重量 为 Q 的 均 质 实 心 贺 柱 上 。 圆 柱 从 平面 深 下 
METAR. WR Rip kA EE ORG i E BE DA ZA ER 
的 绝对 加 速度 等 了 ERARA, 


oo =s ): s| =s (spro-sne 小 
F =(3 P+Q)sina 


是 4-198 图 题 4-20 长 


4-21 ”重量 为 P 的 平台 48 放 在 与 水 平成 a 角 的 斜面 上 .、 
平台 上 省 一 均 质 实心 圆柱 ， 其 重量 为 Q， 其 轴 沿 水 平 放置 ， 
如 平台 与 介面 之 间 的 摩擦 系 数 等 于 / ， 试 求 平台 及 圆柱 轴 的 
加 速度 。 又 如 f= 0 ， 圆 柱 的 角 加 速度 等 于 多 少 ”平台 与 ED 
柱 之 间 无 滑动 。 


— 


平成 < 角 。 在 三 粮 柱 的 上 水 平 击 上 放置 一 个 重量 为 Q 的 均 质 
圆柱 。 如 圆柱 与 校 柱 之 间 无 滑动 、 试 求 三 楼 桩 及 图 柱 灿 的 
MER, 


A 


(P+Q)sina 
3 P+Q( 1 + 2sin’a) 
(PHQ) 1 + 8 sin?a sina 
G =9 3P+Q(1+ 2sin'a) 


a, = 3g 


是 4-21 图 E Sr.. 


4-233 ”与 水 平成 4 角 的 斜面 441 上 ， 放置 重量 为 P， 的 网 
在 其 一 个 面 上 了 又 放置 男 一 个 重量 为 Ps 的 物体 C。a= 

, 一 60 ， 咯 去 摩擦 ， 斌 求 物体 的 加 速度 以 及 物体 C 相 
Wk mk. 


2 


H 


_2P +3P, 3 (P, +P.) 


m. = —_-— — í —TY 


re 一 4 万 ,十 3 万 9 OTIP y aP, 


4-24 两 个 具有 相同 半径 的 圆柱 形 滑轮 反 向 转动 ， 在 其 
上 放置 一 块 重量 为 P 的 均 烦 水 平板 。 琶 上 又 该 置 一 个 重量 为 
@ 的 圆柱 ， 其 轴 与 滑轮 轴 平 行 。- 板 与 滑轮 之 间 的 摩擦 系数 为 
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9 


了 。 如 圆柱 沿 板 只 滚 不 滑 ， 试 求 圆 柱 轴 C 的 运动 方程 . 设 在 初 
- 朋 时 ， 板 各 图 柱 处 于 芝 止 状态 ， 它 们 的 重心 在 距 坐标 原点 0 
H sKK, O,O,= 21, 


x = — 20 "| (P+Q) oos gmt 2 P | 


mrg 
4-25 “水 子 台 的 重量 等 于 ， 均 质 实心 国 柱 的 重生 为 
户 ,， 在 平台 及 圆柱 轴 C 上 施加 平行 
HF, KE: 设 圆柱 与 平台 之 间 无 


指 动 ， 试 求 平台 及 圆柱 轴 C 的 加 速 一 ⁄ 

于 

P o LOŠ F+ Pao _ 2 F,P . +(F + F,)P, 
1 3P,+P, ° ° (3 P, + P) P, 


4-26 EHA, b. CHEE 2 m P I. Pa, Pas W 
物 C 放 在 光滑 水 平面 上 ， 三 其 上 有 水 平 力作 用 。 不计 r 
Z RREH, 试 求 重 物 4 及 C 的 加 速度 四 


_F(4P,+P,)— 3P P, 


d e = -——— — í s e -一 一 一 - 


PiPs+ 4 PI P ,+P,P, ° | 


C 
F 
“ . ` 5 
/ 
A 
B 
m 426 d 


4-277 IEEE P 0 kE S 4 ER t BU P, 的 物 #e 
B. Wik A5BEKNMW AE BE ET ARERR f. Wk 
去 滑轮 和 和 绳 的 重量 ， 试 求 平 板 4、 物 块 B、 以 及 重 ! 物 M 的 
加 速度 ， 重 物 MM 的 重量 为 P，， | 


£: 
a, = 2 PaPa f4 P P +PP P, P,,) ` 
' 4 P P t PtP PF, 
a= 2 P1Pa flA PiP +P, PaP, P); | 
4 P I P,+P, P, +P, P, 
=P (P +P) 4 fPi Ps. 


4P P,+P P +P, P; 


4-28 ”重量 为 Pi 的 平台 4B 放 置 在 水 平面 上 。 WEM H 
重 基 为 P。。 弹 筑 的 刚度 系数 为 c。 在 平台 上 施 吉 水 乎 :办 F，. 
如 系统 的 运动 从 静止 状态 开始 ， 此 时 弹 筑 无 变形 , AREA 
及 物体 MM 的 加 速度 . 诸 力 Pl、P,.F 和 弹 筑 处 于 同一 锅 垂 落 

HN, KLR, 


= 
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ri 


n=! + P: ooskt ) 


P + P, P, 
a2 piP! 90s š ) 
:一 三: 十 二 
R 加 P P, 


EK 4-7 Oo Berm 


4-29 ” 放 在 光滑 水 平面 上 的 攀 块 4 的 重量 等 于 P, 。 均 质 
实心 圆柱 的 重量 为 P。 。 弹 簧 的 刚性 系数 为 c。 角 o 为 已 知 。 
如 在 初 瞬时 系统 处 于 静止 ， 弹 筑 无 变形 ， 试 求 模块 的 运动 方 
程 。 设 圆柱 与 棉 块 之 间 无 滑动 。 


B.: 
xz 一 一 二 ( l — coskt Jsin 2 a o 
j C | | x . 
2 3 cg 
OAP kfc 


3 P, +P, 42 snie) 

A-300 “模块 4 的 重量 等 于 PI， 物体 8 的 重量 为 P;， 水 平 
弹 筑 的 购 度 区 数 为 ce，a 角 为 已 知 。 如 系统 自 静 止 状 态 开始 
示 支 ， 试 求 三 楼 柱 4 的 加 建 度 。 设 弹簧 在 初 骨 时 无 变形 ， 上 略 
去 弹 筑 重 量 摩擦 。 : o E 

“ S16 


n 


P sinacos’ G 
P + P, sin: aš ki 


一 人 2 — P + P, 
式 中 PR 一 cg (P 


a, = gsina + 


+ P,sin2a) P, 


题 4-?9 图 | 题 4~30 图 


4-31 二 均 质 实心 圆 盘 的 半径 相同 ， 其 质量 均 为 m， 二 
轴 01 和 0; 用 弹 筑 相连 结 。 弹 筑 的 刚性 系数 等 于 ce， 其 自然 
长 度 为 1， 弹 簧 与 斜面 平行 ， 斜 面 与 水 平成 < 角 。 如 运动 自 静 
止 状态 开始 ， 此 时 弹簧 的 形变 等 于 5。， 试 求 圆 盘 中 心 的 运动 
方程 。 设 加 盘 BORDA NERA RRA, MARAT 
不 滑动 . 


x, gren | 1 —coskt ) | 
talira) 


式 中 k= 


4-32 滑轮 的 0 轴 与 刚性 系数 为 的 铅 垂 弹 筑 一 端 相连 。 
重 物 放 在 铝 重 降 落 时 解 开 绳子 促 合 滑 轮转 动 ， 滑轮 的 0 轴 则 
沿 铅 委 方向 振动 。 设 滑轮 为 均 质 贺 盘 ， 其 重量 为 9， 重 物 MM 
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的 重量 为 已" 略 去 弹簧 和 绳 的 重量 。 系 统 月 静止 状态 释 W.. 
此 时 弹簧 无 形变 。 试 求 滑轮 C 轴 及 重 物 的 加速 度 。 


> 


= 。 


2 P COS R+ 


cg 2 P+Q 
AP k= JQ 3P+Q 


题 4-31 图 | 题 4-32 图 


4-33 重 物 M1 及 M; 的 重量 分 别 为 P 及 Q。 弹 筑 4B 的 岩 


性 系数 等 于 c。 
弹 千 的 重量 , 
簧 A4B 无 变形 ， 


角 a 为 已 知 。 略 去 摩擦 、 滑 轮 的 重量 、 强 和 
设 Q>Psina。 系 统 自 静止 状态 不 释放 ， 此 时 sÉ 
试 求 重 物 M ,及 M :的 加 速度 。 — 


_ Q — Psina _ Q 
m= +o 9 Pa tenadon 


_Q— Psma 


式 中 x 
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4-34 ” 基 条 AB 重 为 P,， 放 置 在 与 水 平面 夹 角 为 a 的 斜 
语 上 。 重 为 P; 的 贡 轮 与 深 条 相 哨 合 ， 在 其 轴 C 上 作用 有 与 次 . 
条 相 平 行 的 力 P， 并 在 此 力 的 作用 下 移动 。 摩擦 力 略 去 ， * 
齿 条 AB TARR MEE x 


Ze 


= °` 


G =g (sina — p+ ) 


a = 2P,+P >P 
( 3 P,+ P, )P, 


-ena | 


”” 题 4-33 图 | 题 4-34 图 


4-35 ” 重 为 Q 的 均 质 圆柱 体 4 上 缠绕 着 绳索 ,可 沿 与 水 
平面 夹 角 为 4 的 斜面 上 滑动 。 强 索 与 斜面 间 的 朵 擦 系数 为 
重 物 轩 重 为 P,， 滑轮 B 重 为 Ps 且 可 视 为 均 质 圆 盘 , K EA 
的 重量 ,， 求 当 重 物 村 放下 时 ，M 与 轮 4 之 C 轴 的 加 速度 . 


Tar 


3 P, —Q( 3 fcosa +sina) ` 


(2 P, +P, +Q3sina+Qfcosa — P, 
6 P,+ 3 P+ 2 Q 
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a= 2 g 


aa = 2 g 


4-36 荐 板 4B 重 为 忆 ;,， 用 铵 链 与 无 重 杆 O.4 与 O;B 相 
连结 。04=O,B， 且 角 a 为 已 知 。 当 村 为 锅 王 时， 将 重 为 
已 ;的 物 块 认 放 在 处 于 静止 的 板 上 , 除去 摩擦 ， 求 在 此 瞬时 板 
AB 的 绝对 加 速度 和 物 块 让 相对 于 板 48 的 加 速度 。 


2 


PSin2a 
2 (P, + P, sin2 w) 
(P ,+P,)sina 
P + P,sinš a 


dq aB =g 


Gmr =g 


题 4-36 图 


”4-37” 绕 过 定 滑轮 4、B 的 绳索 缠绕 在 鼓 轮 C E, # BE 
轮 C 的 轴 上 挂 一 重 为 Q 的 重 物 D， 略 去 强 重 及 摩擦 ， 并 已 知 
轮 4、B、C 的 质量 为 均匀 分 布 ， 重 量 分 别 为 P;、Ps、P。， 

求 物 块 刀 的 加 速度 。 


>x 


= 。 


(P.+P,+ P, (P, +Q) | 
-4 P IP, +(P, FP, +P, 2 P. + Q) — P: 9 
4-38 E HETIM . Ma, M yBUERBE 23 P, Pan 
P。， 咯 去 滑轮 与 强 的 重量 以 及 滑 擦 , 求 重 物 M,、M 
M ,的 加 速度 。 
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a, 一 4gP, P, `. 
1! P,(P,+Ps,)+ 4P,P, 


gs =9 P,(P,—P,.)+ 4P. P, 


P, (P,+P,)+ 4 P, P, 


a, =g Pa(Pa—Pa)+ 4 P:P, 
° P (P,+P,)+ 4P,P, 


swi 
ppi 


wi E 题 4~38 图 


“4-39 ” 绕 过 动 滑轮 C 的 绳索 缠绕 在 鼓 轮 4 与 8 上 , Z WF 
轮 C 的 轴 上 挂 一 重 为 P 的 重 物 D。 鼓 轮 的 半径 均 为 +, 重 为 Q， 
而 动 滑轮 的 重量 为 Q,， 且 有 转 矩 M，,、M ,分 别 作用 于 HR 
上 (方向 如 图 所 示 )。 将 鼓 轮 及 滑轮 均 看 作 均 质 圆 盘 ， 求 其 佣 
加 速度 。 


=, 
s =M, ( 2P+ 4Q+ 3Q)+M,(2 P+Q,) 
1 (P+Q+Q,)( 2Q+Q,)r2 
_ (P+Q,)X2Q+Q,)r 
(PQQ: C2 Q+Q,)r? ? 


a 221 + 


e, = M) C P+Q,)+M,(2 P+ 4Q+ 3Q) 
⁄ (P+Q+Ó,)X2Q+Q,)r2 


PEQ: )yX 2Q+Q, )r 
TCPTQ+Q, )( 2 Q+Q, )r2 
4-40 ” 均 质 播 丁 O.4 重 为 已 ， 圆 盘 .4 重 为 Q。 当 系统 平衡 
和 村 ， 摇 村 为 水 平 ， 弹 簧 3 刀 的 静 变 形 为 6,: 且 为 银 垂 位 置 。 已 
知 04=!，0B8= 二 a。 求 圆 盘 4 只 深 不 滑 时 ， 系 统 在 其 平衡 位 
置 附近 作 微 振动 的 周期 。 


x= 


= > 


x A, 102 P+ 9 Q 
AM 3ag(P+ 2 Q) 


~ kf, 


. | mom. x 
4-41 EI ABR3P. pl. AC=BC. cD= =0D 
=m. 4B.LOC, 在 平衡 时 村 ，OC 为 


- 贺 垂 ， 弹 竹刀 刀 ;, 为 水 平 ， 且 未 被 拉 紧 。 
求 弹 筑 的 刚度 系数 c 为 多 少时 ， 杆 4B 
的 平衡 为 稳定 ， 并 求 出 杆 AB 在 此 平衡 

位 置 作 微 振动 的 局 期 。 杜 OC 自重 不 计 。 
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£: 


P(i2+ 12a2) 
c> 4 T = 2a Ft 4 P). 
4-42 援 杆 0A 重 为 P1， 连 杆 48 重 为 P:， 物 体 M 重 为 
Ps, Q A=1, OD=a, 当 系 统 处 于 平衡 时 ， ZOAB=90°, 
刚度 系数 为 c REDD AKE, BEEE. KERR, t: 


已 知 > Een T, R£BIEIBR530038. 


__ 212 P,+3(P +P) 
GES 了 一“ 3g 20:c— (P+ P,)1 
4-43 “在 铅 垂 墙 与 齿轮 之 间 放 入 一 个 作 锅 垂 振动 的 TW 
条 。 人 齿 条 重 为 Pl， 此 轮 重 为 P,， 弹 筑 的 刚度 系数 为 c， 其 轮 - 
可 视 为 均 质 圆 盘 ， 已 知 当 它 距 平 笑 位 置 的 距离 为 xo 时 将 其 夺 - 
放 ， 并 旦 有 初速 v0 ， 摩 擦 不 计 。 求 次 条 振动 的 振 辐 。 


= š 


je A 3 二 二 人 二 全 2 


题 4-42 图 O 题 4-43 图 
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4-44 项 条 4B 重 为 已 
Q, KEREN WER 
数 为 c<， 如 果 尖 条 在 其 平 & 
位 置 上 活 得 一 初速 v6， CH 
贞 轮 只 滚 不 滑 。 求 在 以 后 的 答 ， 

反动 中 ， 它 的 两 个 极端 位 置 a=. SPESO, t0) 
之 间 的 距离 。 2 


题 4-44 图 
4-45 半径 为 r 的 滑轮 上 挂 有 长 为 2 a 十 zr 的 均匀 链条 ， 
链条 单位 长 度 的 重量 是 4， 滑轮 的 转动 惯量 是 J。， 滑 轮轴 承 
处 无 摩擦 ， 滑 轮 与 链条 之 间 无 滑动 。 FANIA E 空 长 度 
为 6 一 x。 和 a 十 x。， 初速 为 零 ， 求 链条 的 运动 方程 (在 一 边 晤 


空 长 度 变 为 零 以 前 ) 和 轴承 对 滑轮 的 竖 直 、 水 平反 H, 用 时 
间 t 的 水 数 表 示 出 来 。 


A 


F: 运动 方程 : X 一 X chhi, 
其 中 


RJ R f= 2 nrk? /g)x chbt, 
(Xr 二 + 2 a)# — ( 4 uk'/g)x3ch 
o (2k)}+P, 


其 中 P 是 滑轮 的 重量 ， 
4-46 “半径 为 r 的 圆柱 可 以 在 水 平地 面 上 无 滑动 地 滚 
动 。 圆 福 的 重心 在 C 扣 ， 它 与 几何 中 心 0 的 距离 OC =a, H 
柱 相对 于 过 重心 C 且 与 几何 轴 平 行 的 轴 之 回转 半径 为 &。 以 9 
表示 0C 与 向 下 竖 直 线 的 夹 角 ,初始 时 圆柱 体 静止 ， 且 9 二 
. 2924 » 


92。， 然 后 释放 。 求 圆柱 体 的 角速度 ( 表 成 2 角 的 函数 )。 


T: 


o=| 2 ag(cosg — CEP ) i 
r? +a? +k? — 2 arcos 9 


， 题 4-45 图 "是 4~46 图 


4-47 ”图 示 均 质 圆柱 4 的 半径 为 +, 质 量 为 太 , 均 壬 杆 4B: 
É 长 度 为 1， 质量 为 m。 馆 链 A4 和 增 B 处 都 是 光滑 接 汀 , 地 
面相 当 粗糙 ， 以 至 圆柱 只 滚 不 滑 。 初始 时 系 绕 静 E; Ha= 
45”。， 然 后 释放 ， 求 初始 时 刻 4 点 和 日 点 的 运动 加 尿 度 、 杆 的 
角 加 速度 . 


Ate 


2, a,=as= 3mg/( 9 M+ 4m), 2= 284/L. 
4-48 ” 均 质 直 棒 QA， 长 为 {， 在 水 平面 上 能 线 共 一 固定 

端 O 自 由 转动 ， 并 驱动 一 个 在 棒 前 的 小 球 C 。 球 与 棱 的 质量 

相同 。 初 始 时 小 球 尊 止 在 棒 前 并 离 0 点 很 近 ， 同 时 此 棒 以 某 

一 角 速 访 旋转 ， 假 定 所 有 接触 均 为 光滑 的 ， 求 当 小 球 离开 六 

点 4 的 贱 间 ， 小 球 的 绝对 速度 与 棒 所 成 的 角度 。 

Æ. 0G=arctg( 1/ 2 )=æ26°34' 
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题 4-47 图  ” 题 4-48 图 


4-49 ”一 均 质 圆 盘 以 角速度 @ 绕 0O0 轴 转动 ，OZ 轴 又 28 
水 平 轴 O 摆 动 ， 不 计 摩 擦 和 空气 阻力 。 求 证 这 个 圆 盘 的 自 
转 并 不 影响 它 的 摆动 周期 。 

4-50 半径 为 a 的 均 质 薄 球 党 ， 质心 为 C， 在 重力 作用 
下 绕 它 表面 上 一 点 0 作 定 点 运动 。 半 径 0OC 与 向 上 坚 直 线 Oz 
之 间 的 夹 角 为 9， 平 面 20C 与 因 定 竖 直 面 之 间 的 夹 角 为 少 ， 
初始 时 ， 0=x/2 , 0 =0 , É =2 n/ 5 ., 其 中 n= 
Z 1 5 g/ 2 T5572375 是 球 壳 绕 0C 轴 的 自转 角速度 。 求 证 ， 

(1) 当 t 一 > co 时 ，0 一 全 0 ; 

(2) .C 点 在 以 0 为 球 心 ， 为 学 和 的 国定 球面 上 面 出 * 

Ons. 


题 4~49 图 


4-51 质量 为 m 的 质点 由 长 为 ! 的 无 质量 刚 杆 支承 而 构 : 
RAER. 销 轴 0 按 已 知 规律 z =Asinot AEEA. 试 写 
由 拉 格 朗 日 函数 ， 并 求 出 运动 微分 方程 。 

=, ml? 0 +mlAo2 sinøtsing — —mglsing =0 

4-52 Mi 量 为 mm 的 质点 被 嵌入 半径 为 r 的 无 质量 BI 盘 。 
质 扩 到 盘 中 心 的 距离 为 1。 圆 盘 沿 平面 无 滑动 地 É F, 平面 
对 于 水 平面 的 倾角 为 0， 试 应 用 拉 格 朗 日 方法 写 出 该 系统 的 ; 
运动 微分 方程 。 | g | 
答 'm(r? +P — 2 rlcos0) 0 + mrio ?sim e 

—mgrsina-+mglsin(0+a)= 0 : 


题 4-52 图 


4-5; 质量 为 mIRE ESR kina, 

金属 线 的 形状 为 y= 3 x*， 而 重力 沿 y 轴 和 询 负 和 褒 作 用 。 

(a) 试 应 用 拉 格 朗 日 方法 写 出 运动 方程 8 

( 切 设 初始 条 件 为 y (0) =0, yl) =y. 试 求 运动 
过 程 中 的 最 大 约束 力 。 _ 

x= (a) m x = 6 xÀ, m y +Tmg=—àÀ 

(b)C;.x=mg( 1 +12y): 
4-54 ”质量 为 和 的 质点 的 位 置 由 直角 坐标 4x、2、2z 
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给 定 。 设 势 能 画 数 为 -140+ yt +2), maya 


27X 十 33 十 42 十 5 二 0 描述 ， 试 求 . 
(a) 运动 微分 方程 ， 
(6)” 动 约束 的 速度 。 

答 ， (ajm x+Ëx= 22, m y+hky= 32 
x mz+kz=44 


] ° . 
——src may ——r  — k 
(b) o=; Í 101—15J—2?0R ) 


4-55 三 个 质点 由 一 根 弹性 杆 相 连 ， 试 考察 该 系统 在 平 
面 内 的 横向 微 振动 。 设 势能 为 


V =k(ys 2y + ya) 


其 中 常数 正比 于 弯曲 刚度 . 试 求 该 系统 的 固有 频率 及 相应 
的 一 组 正 交 模 态 列 。 
6R 


H+， 


AV={111}, A={10—1}, AG=41—2, 11 
4-56 —EYEP, ITAL. 强 长 ! 重 P,， 强 之 一 部 
分 绒 在 鼓 轮 上 。 鼓 轮 半 径 为 x， 重 P,， 转 轴 水 平 。 在 初 胜 时 
i# 二 0 ,系统 静 还 y:' 绳 下垂 长 lt， 设 鼓 轮 的 质量 沿 轮 缘 均 57 
分 布 ， 不 计 摩擦 … 求 重 物 已 的 运动 。 


F: 


3. Pg 
万 程 为 x PTP EPO Y PTP, +P, 


解 为 x= -— P i+ (1, +Ë Noh Pig i 
P, (t° EALAN i 


A 928 ， 


题 4-55 图 | 题 4-56 园 一 
4-57 重 物 M 重 1010N， 借 滑车 组 将 重 HM, Æ E, £ 
物 M :和 滑轮 组 的 运动 部 分 共 重 320N， 滑 车 共 四 个 ， 两 个 大 
滑轮 每 个 重 160N ， 两 个 小 滑轮 每 个 重 80N， 大 滑轮 半径 为 


题 4-~58 图 
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J U ñH 


r， 小 滑轮 半径 为 >:， 求 入 的 加 速度 。 


15 
# a= 155.5 9 


4-58 质点 计 在 重力 作用 下 沿 一 等 角速度 @ 线 男 定 错 
生 轴 转动 的 直线 4B 而 运动 ， 直 线 AB 与 水 平成 a 角 ， 求 此 质 


a 
答 : r=c ,etcosat ei-otcoan y gsm 
Fr: . 1 + 5 r F 


4-59 ”一 均 质 村 长 2 Ge， 质量 M， 两 端 在 一 半径 为 及 的 
光滑 园 征 水 平 贺 周 上 滑动 ， 秀一 质量 是 中 的 不 反 以 不 变 的 要 
对 速度 v 沿 杆 运 动 ， 试 求 杆 的 运动 。 

答 : 1 二 0 ,9 二 86，m 在 村 中 所 


8 一 D 一 C arc tg 


4-60 一 粗糙 圆柱 体质 量 为 m， 半径 为 r， 在 一 空心 BJ 
柱 体内 表面 上 无 滑动 地 滚动 。 空 心 圆 往 的 质量 是 M ， 半 径 是 
号， 能 绕 本 身 水 平 轴 0 转 动 ， 两 回 柱 对 纳 自 身 轴 的 转动 惯 量 


分 别 为 MR? 及 二 mr*， 试 写 出 系统 运动 方程 
E: 设 0 一 空心 圆柱 转角 ，9 一 两 柱 心 联 线 的 转角 ， 有 
\ m 一 1 ` 1 


>(R— r)? — 3R 6 +gsinp =0 
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题 4-59 图 | 


4-61 一 车 在 斜面 上 无 滑动 地 滚动 斜面 与 水 平面 成 
a。 同 时 另 一 圆柱 体 在 车 板 (与 斜面 平行 ) 上 无 滑动 地 深 动 ， 
圆柱 体 的 母线 与 车 板 的 最 大 斜坡 线 相 垂直 。 车 的 质量 ( 车 轮 
和 除 外) 是 M， 所 有 车 轮 总 质量 是 m， 圆 柱 体质 量 是 M,, 设 车 
轮 都 是 均 质 密实 圆 盘 。 试 求 车 的 加 速度 。 

管 : DEROER, 圆柱 体 相对 小 车 转角 9， 


4-62 一 均 质 圆 盘 半 熏 为 尺 ， 质量 为 M， TAAAK 
FO. 在 圆 盘 的 贺 周 上 坟 长 ! 的 绳 4B 暴 一 质量 为 m 的 
RA 试 写 出 该 系统 的 运动 方程 。 | 

答 : (m+M/2)Ri@+mRlcos(g—#)6+mRlsin (9 
—#)#2+mgRsinp=0 
mRicos(p—4)Pp+ml? #—mRiIsin(o— y) $? 
-+mglsing=0 
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| W 4-61F3 en 
4-63 一 圆柱 直径 为 ad， 质量 为 m， 可 在 水 平面 上 深 而 
不 滑 。 两 刚性 系数 均 为 c 的 相同 弹簧 联络 于 圆柱 上 ， 联 结 反 
在 圆柱 长 度 的 中 把， 离 轴 线 为 a, 两 弹簧 被 辕 定 ， RAER 
动 的 周期 。 
w T=. z+ m 
1 十 .< T AN | 
4-64 ”作用 力 具 有 什么 条 人 御 ， AAEE 
日 方程 写成 形式 


dr ag. -2L -， (s= 1,2,* n) 
4-65 两 皮带 轮 M My, MES mm, 半径 为 ri 

与 ',， 其 上 缠 有 绳子 ， 此 缠绕 过 一 质量 为 m4， 半径 为 rs 的 滑 
” M; BREMA ERRERA EMOR. ME, ATS 
4 Z lB 8 E all a BZ 38 36 P Da 告 沿 锅 垂 直线 运动 。 求 滑轮 的 
角 加 速度 ws 及 两 皮带 轮 中 心 的 加 速 令 Yi, yx 


i 
M. — Mı 


2 答 ，g 一 9 
(mı Tm, + Sma)rs 


— 3(1 1 +m) +m | ' 
yı = u 3 g; 
3 (mm; + ma) 


e 3 (m: t-m) Hm, 
Y= : 3 g. 
3 (Ma +m,+—m ) 


. | . . _ 
O EJ 
S ss Z 
d | | 
l BETE x x Nein . 


4-66 ”一 对 称 陀螺 支 在 固定 支 座 止 并 且 羽 受 重 力作 屠 ; 
广义 坐标 取 为 ,陀螺 自转 角 9， 章 动 角 8 及 进 动 8. 试 建立 
它 的 拉 格 朗 日 函数 。 设 陀螺 主 惯 性 矩 ( 对 点 0) 为 4、B、 
C. | | | 
4-67 质量 为 nw 的 直 杆 可 以 自由 地 在 固定 套 管 中 移动 ， 
村 下端 搁 在 质量 为 M 的 绝对 光滑 的 尖 劈 上 ， 而 尖 臂 于 绝对 光 
滑 的 水 平面 上 。 由 于 杆子 的 压力 尖 劈 向 水 平方 向 移动 。 试 求 
两 物体 的 加 速度 . 


ee —mg " _ +. 
H: IF > m+ M ctga’ x : yetga n 


A e 。 


题 4~65 图 题 4-67 图 

4-68 试 求 由 拉 格 朗 上 日 函数 上 二 tvV 1 十 2? 所 决定 的 点 
的 运动 规律 四 答 ， X=c, arc ch- +c; 

4—69 BIS I 的 无 质量 杆 在 其 一 
端 都 连 有 质量 为 外 的 质 反 ， 第 一 FREF | 
圆 盘 边 缘 上 的 点 P, RITE I F 3 — N 
本。 圆 盘 半径 为 1， 以 匀 角 速度 w 绕 中 心 转 
动 。 设 全 部 运动 在 水 平面 内 进行 ， 并 以 gq， 
和 gs 表示 相对 于 OP 方向 量 出 的 角 试 写 
出 系统 绝对 运动 的 动能 和 相对 运动 的 动 . 
能 .# 能 全 应 用 下 述 方 竹 ? ,为 什么 ?.. 


A 


E e ' > 
do 971__ Ə3f_ lze 
`d — | ( Lor Y mir, 


4- T0 某 力 学 系统 的 广义 力 Q。 根 据 等 式 


_ d ay 3ar p 、 
Q,= dr 34, aa, (s= 1,2, nH LEV (q s 


9,) 来 确定 。 试 证 当 取 广义 势 


y 
A i sa 四 
代替 原来 势 厂 (qas，4。) 时 ， 力 Q。 m (gi `. qa, ` 
t) 是 可 微 的 任意 函数 。 

4-71 HNN HARRE ENN EKREN m 的 重 物 ， 
沿 着 粗糙 导轨 OX 滑动 、 而 且 滑 动 摩 据 系 数 等 于 。- 半 径 为 中 
而 质量 相同 的 圆 盘 中 心 用 删 度 为 cl 的 弹簧 固定 到 墙 主 ， 丽 盐 
沿 导 轨 O, X, 无 滑动 地 滚动 ， 而 且 滚 动 摩 氛 系 数 ( 深 称 摩 扎 
力 偶 劈 ) 等 于 R。 求 使 得 重 物 惯性 中 心 和 贺 盘 导 儿 中心 在 同样 
的 初始 条 件 下 ， 作 相同 的 运动 的 这 些 参数 c,，c!，f,， 和民 
之 间 的 关系 。 


答 ， 3C 一 2C1， 2R=3fR 
4-712 MENMA, 用 一 长 ra+bcosot(a>b>>0) 的 
绳 吊 起 形成 一 球 摆 ， 绳 之 质量 可 忽 赂 ， 求 质点 运 动 微 分 广 
FE, 


GE (a+ bosoi) j— 200 bsinot— (a+ bcosot) $: + 
' ` 8in0 - cos0= gsin0 
(a+bcosoz) $sing—2b0 $sinotsing 
+2(g+bcosot) 0 $cos0= 0 . 


4-73 质量 为 m 的 点 秀一 半径 为 a 的 空心 半球 面 内 运 
动 ， 球面 硕 点 在 水 平面 上 ; 问 访 什 么 速度 投射 质点 ， 方 能 全 
其 保持 在 离 牟 点 高 为 贿 的 水 乎 国 周 上 运动 。 


E: 以 角速度 -Zenn 


+u saat pnm DLEO E. HAH 
珂 转 半 径 和 质量 分 别 为 kı, kom, m, WE- RZA 
Z. WJ ik, ENEJ. 0, 59, ESRR ENA 
夹 角 。(1 1) 证明 动 能 是 x 


= | (m, k: 02 +m, k? 82 ): (2) 证 明 势能 是 


x y=+| 5, 01+7.(02.—01)° |. 其 中 Fi， 是 转动 党 


数 ， 即 ， 使 畦 转 过 单位 弧度 所 需 的 转 逢 ， (3) 建立 系统 运 
动 微分 方程 。 | 
As mık?0,—T,0, +T2(02—0:1)=0; 
mk10,—+,(0,—0,)=0 
4-75 图 中 AB 是 一 光滑 水 平面 ,在 0 点 有 一 小 孔 ,， 一 
长 为 ! 的 细 绳 通过 0 点 ， 一 端 韦 接 一 质量 为 m 的 已 物 ， 另 一 端 
悬挂 质量 与 P 相 同 的 Q 物 ， 当 长 度 OP=a 时 ， 给 P 物 一 垂直 
于 OP 的 初速 度 v。， 设 r 是 OP 的 瞬时 距离 ， 而 2 是 OP 与 过 
O 某 一 固定 直线 的 夹 角 。(1 ) 建 立 系统 的 拉 氏 函数 ，(2) 写 出 
以 + 表示 的 P 的 运动 微分 方程 ，(3) 求 出 任意 位 置 时 P 的 速 
度 。 若 PP 与 Q@ 之 质量 为 m1 及 m;， 试 解 此 题 ， 


管 ,， 了 = = 22 +r2 02 )+mglI—r) 


已 之 运动 方程 7 =? g 
3 


r 
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.. 2 ， 2 
?3710 O 
(mi +m,)r 一 a ° +m,g= 0 


题 4-74 图 题 4-75 图 


4-76 E-I h, ATPAREN, ARRERA 
pha fi 接 装 在 机 承 中 的 转 于 对 于 本 身 的 办 的 转动 蛋 量 为 了. 
在 转子 上 带 有 一 未 均衡 的 质量 m， 它 与 轴 的 距离 为 r， 试 写 出 ， 
转子 的 运动 微分 方程 式 与 其 在 本 平衡 位 置 附近 作 微 振动 的 频 
率 . 


mr’ 十 
此 处 pp 为 转子 的 半角 ， 


4-77 一 质点 的 质量 为 m， 受 重力 作用 ， 在 旋 轮 线 的 导 
雪上 运动 。 旋 轮 线 的 方程 式 已 知 为 *= 4asing， 此 处 s 为 自 O 
点 起 算 的 台 长 ，9 为 旋 轮 线 的 切线 与 水 平 轴 的 交角 。 求 点 的 


运动 。 
答 Sm a(i Eno ). 
其 4 与 po 为 积分 常数 。 
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答 ， (mr?+ 7)9 +mgrsinasing =0, b= /Ty 


题 4-76 图 


mia 

4-8 #EFi— BLS 83, JE f63 e, MERRER 
夫 相 联接 。 二 轴 的 转动 贰 量 分 别 为 了 与 J,。 设 作用 在 第 一 
“ 轴 的 转动 力矩 为 Ms， 作 用 在 第 二 轴 的 反 作 因 力 条 为 M，，; 又 
设 轴承 中 的 摩擦 可 赂 去 不 计 ， 试 写 第 一 轴 的 运动 方程 式 . 


E: 以 gp 表示 第 一 轴 的 转角 ， 可 得 ， 


/ [7 +J, (enzo) |? 
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=M,—M,; —eteosnta 
cos psn a 
4-19 在 上 题 中 ， 当 二 轴 间 的 夹 角 a 很 小 时 ， 求 第 一 连 
:的 运动 方程 式 ， 精确 程度 计算 到 “ XE, 


F, p= IMa hottes 
4-80 ”一 均 质 圆锥 在 粗糙 的 斜面 上 滚动 。 斜 面 与 水 平面 
AA f, K ATS), RAA, AS EERO rE 
Ra o x 
“提示 : wansnsnmnkhnnsuncn OX 
义 坐 标 。 
| w, DH gia gma. digas 
l 2 ly. <i ' 
et 
4-81 PSDRELm, 与 m; 辣 在 一 光滑 水 平 杜 (ox w), M 
刚性 系数 为 < 的 弹 筑 相 联 结 ， 并 可 沿 此 杆 移 动 。 当 弹 筑 无 应 
力 时 ， 两 质量 的 重心 间 的 距离 为 此 系统 的 起 始 情 帝 可 由 
下 列 两 质量 重心 的 浆 度 与 坐标 的 数值 来 决定 ， x 
= t=0 jx =0, =o, x =l, 2=0; 试 求 该 系统 
的 运动 。 | 


mm (tt ge shi), 


Ë 1 . | I 
nle rpm [mat snti), 


Á J eCa k 


` é 939 <. 


题 4-81 图 


4-832 s P 之 物 可 绕 水 平 轴 O10; 转 动 ; mE AEAN 
-也 络 朋 速度 o 绕 铅 垂 轴 OC 转 动 。 物 体 ,@G 的 重心 在 策 直 于 O, 
-0: 的 直线 上 ， 它 与 0 点 的 距离 为 !。 设 0102 与 0G 是 物体 在 
0O 点 的 惯性 主轴 。 物 体 对 主轴 的 转动 惯量 分 别 为 4、B、C。 ` 
试 写 出 运动 方程 式 。 f 四 
=, A0—o2z2(C— B)singcosg= — Plsin8,. 
Ra 其 中 6 为 绕 0 10;: 的 转角 。 


题 4-82 轿 


4-85 一 正方 形 平板 4BCD， 质 量 为 M， 用 四 根 弹性 强 
悬 于 固定 点 0， 每 绳 的 刚性 为 c， 且 当 此 系统 在 平衡 位 置 时 ， 
0 扑 在 平权 中 心 的 错 重 上 方 距离 [处 。 平板 对 角 线 长 为 4, 试 
求 此 系统 微小 摆动 的 周期 。 
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“484 一 角 尺 由 两 长 度 各 为 /与 21 的 均 质 细 村 构成， 两 杆 
互 成 80 交角， 此 角 尺 可 绕 0 ARD. RARER PERE 
附近 作 微小 摆动 的 周期 


CE T=27-Y Ê Jins F: 
VIT A9 V 9 


w483 Ea | masmi 


4-85 ARARA ADA A R E REMIR 
闫 率 。 已 知 质点 的 质量 为 9; 距离 AB= BC, DE=EF;” 
弹 算 的 刚性 分 别 为 c1:、c，。、c 与 1,。 杆 4C 与 DF 可 视 为 网 于 
的 ， 但 没有 质量 . 


4-86 ”用 以 记录 水 平 振动 的 振动 仪 中 ， 摆 04 由 一 杠杆 
与 一 重 物 构 成 ， 并 藉 其 本 身 重 量 与 一 蛇 线 弹 管 维持 于 铅 垂 稳 . 
定 平衡 位 置 。 此 摆 可 在 其 稳定 平衡 位 置 附近 绕 水 平 轴 摆 元 。 
已 知 摆 的 最 大 静 矩 Qa= 45N 一 cm， 其 对 于 O 轴 的 转动 惯量 - 
/二 0.3N-cm-s*， 又 弹 筑 的 刚性 c=45N/cm， 求 当 扰 的 角 
度 不 大 时 ， 其 自由 摆动 的 周期 。 

管 ,， 了 二 0.364s 


4-85 4] Ri 4-86 图 


4-87 一 摆 的 村 OA WER AB Si— MR EBR 


连 ， 弹 簧 的 刚性 为 c， 且 在 未 受 力 状态 时 ， 其 位 置 为 已 Bi .已 
知 ， 欲 将 弹簧 引 至 相当 于 摆 之 平衡 时 的 位 置 ， 应 沿 OB 方向 


在 弹簧 上 加 一 力 忆 ouo，O4= AB=a, 又 设 杆 的 重量 不 计 ， 报 : 


的 重心 到 转动 轴 的 距离 O0C 王 1!， 摆 重 为 @Q。 为 了 要 达到 最 好 - 


加 以 调节 ， 使 摆 之 运动 的 方程 式 
一 一 9) 一 一 pp 十 


等 对 性 (振动 周期 起 始 角 偏 度 无 关 的 性质 ) 的 要 求 ， 此 系统 - 


中 ， 所 侈 弃 诺 项 中 第 一 项 的 方 次 为 p, 试 求 欲 使 此 条 件 成 . 
际 ， 常 数 Q、 了 Fs、c、a、 人 二 间 应 有 的 关系 ， 求 此 捍 微 振动 的 ; 


. 242 ° 


周期 。 
Ñ: Try iays ; 
. i Q 
| QI— 2a F ) 一 1282c 
4-88 在 自 记 振动 仪 之 摆 中 ， 摆 的 重 球 寻 连结 在 一 条 杆 
上 ， 此 杆 穿 过 可 以 转动 的 套 管 O 并 与 侥 固定 轴 O; 播 所 的 播 杆 
-40: 用 铵 链 相连 接 。 问 在 何 种 条 件 下 ， 此 摆 之 杆 OM WAE 
位 置 是 稳定 位 置 ? 并 求 此 摆 在 此 位 置 附近 作 微小 振动 的 周 
项 尺寸 如 图 示 ， 杆 重 不 计 ， 
管 ， Tar (rtD) tr R 一 r< wwri 


-s 
D 
` 


| 
| 
| 
B, 
$ 
E $, 


| 
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题 4-87 图 | 

4-89 ”图 示 为 一 扔 ， 重 物 的 
心 在 四 节 铵 链 机 构 ( 直 接 引 导 机 构 ) 
OABO, 之 摇 杆 的 延长 端 上 。 EFO 
衡 位 置 时 ， 杆 0CL4 与 BC 是 锁 垂 的 ， 
WIF 018 则 是 水 平 的 ; 04=A4B > 
=a; 4C=s。 求 此 摆 作 微小 振动 ` 
的 周期 。 i O -eow 


s+a 
w g(s 一 0) 

4-90 一 质 扣 以 长 为 1 的 不 可 仲 长 的 线 挂 起 而 构成 一 
摆 ， 摆 的 悬挂 点 治水 平 线 按 规律 5 一 5 (和 而 运动 。 试 求 Ian 
运动 的 规律 


Pii T 一 27 一 六 


答 : 摆 离 开销 垂 位 置 的 侦 角 可 由 下 式 决定 : 
p=Cisinkt+ Cacoskt—20) 


+ 了 | SCT)sink(t— TJaT， 


wi a= fE 


4-91 一 质点 重 已， 挂 在 刚性 为 c 的 弹簧 上 ， 质 所 受到 


由 下 列 条 件 决定 的 干扰 力 的 作用 ， 


WiO, F=0 , 
MLIT, F= Fo, 


urt F = Fo, 
试 求 当 t>7 时 质点 的 运动 ， JE31K 383589 JR 9 , 


答 ， a (一 r)a °] ; 


4-92 ”物理 双 摆 由 均 质 直 村 00 与 AB 构成 ， 010: 桂 : 
长 2 ， 重 P:i, WAAKA 01 转动 ，48B E 2a,, É 
P., EER OMR ASSAR O 相连 。 设 在 开始 时 
0.0, 离 开 铝 垂 位 置 的 偏 角 为 po ,而 4B 杆 在 铅 垂 位 置 ,并 有 初 
角速度 %。， 试 求 此 系统 的 运动 。 | 
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=, Q= p cos we sep, pt.) t; 
1 


= Ost 
其 中 多 为 杆 48 与 锁 垂 线 所 成 的 角度 
4-93 一 质点 在 一 曲面 的 平衡 位 置 与 曲面 的 最 低 反 重 
合 ， 曲 面 以 等 角 速 o 绕 通过 此 点 的 铝 垂 轴 转 动 。 曲 面 在 最 低 
点 的 主 曲 率 半 径 为 P1 与 p,。 试 求 此 质点 在 平衡 位 置 附近 作 微 
振动 的 频率 ， 
答 ， 微 振动 频率 为 下 面 方程 式 的 根 . 
om2 J 4 9 Ipe 2 I 2—_I \= 
š - |° t o, t, |k +(a P, )(® sr) 0 
4-94 一 水 平 的 均 质 和 矩形 板 ， 边 长 为 4 与 5， 以 四 个 刚性 
系数 均 为 c 的 相同 弹 算 支 持 它 的 四 个 角 ， 板 的 质量 为 闭 ， 求 


板 作 自由 振动 的 频率 . 四 
2, a= dy hh fiy 


4-95 一 立方 形 桶 ， 每 边 长 24， 重 P， 以 四 个 相同 的 弹 
簧 支持 它 下 面 的 四 个 角 ， 弹 簧 在 与 立方 体 底 边 平行 的 三 个 轴 
之 方向 的 刚性 系数 为 c。，cy，cz; 立方 体 对 于 其 主 中 心 轴 的 
转动 惯量 为 J。 试 写 出 微 振 动 的 方程 式 ， 并 当 cz= cy 时， 六 
些 振动 的 频率 。 

£, m:+c;,x—c,ap,=0; 
m y+cyy+cyap i =0_ 
m z+c; z= 0; 
JG 二 cvcy 十 cvg2g 十 cza20D1 一 0 
JoO 十 ca2g， 一 cvaxy 十 ca29 一 0， 
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Js 十 cza29s 十 cya293 一 0 
其 中 :x，>，2 为 立方 体 中心 举 标 ，P1，Ps。，Ps 为 立方 体 统 
坐标 轴 的 巷 角 。 如 cz 一 cr， 则 


2 十 CrJ ,. n a? 
1 mester)a?tosT po os0s ee =o 


mJ my 


Bats x 题 4-95 图 


8 -RK nl, PENET. MERS n + E 
同 为 m 的 质点 ， 彼 此 成 等 距离 1。 试 写 出 运动 方程 R. PR 
s= 3 时 此 系统 横 振 动 的 振幅 。 a 
| £: 运动 方程 式 为 
mz := 四 [st (nt + Cn 一 人 sara|， 


EPATRAS MRE RAHAA ETT. 
ı = 0.646 T ; ks=1.515 [2 ; Rs=2.505 
Vs sas + 


4-97 ~A AR ERE HI 223235, J BH üM 
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以 角速度 @ 绕 铝 垂 轴 转 动 。 质 瓜 的 位 能 矿 (s) 为 已 知 且 只 和 质 
扩 的 位 置 有 关 ， 而 其 位 置 则 由 沿 曲 线 计算 的 绝 长 s 所 决定 ， 
质点 到 转动 轴 的 距离 为 r(s)、 试 求 质 反 在 相对 平衡 位 置 附近 


作 微 振动 的 频率 ， 
E e= as T |” ge )= , 


其 中 se 由 下 面 的 方程 式 决定， 
,= (mr). 


4-98 一 质点 ， 质 量 为 m， 在 与 距离 的 "次 方 成 比例 的 中 
心力 下 二 ar* 的 作用 下 走 一 圆周 轨迹 。 试 求 受 扰动 后 运 动 轨 
迹 与 趋 近 原始 圆周 所 需 满足 的 条 件 。 

答 ， 当 nn 过 一 3 时 运动 是 不 稳定 的 ， 而 当 n 污 一 3 时 则 是 

稳定 的 : 


4-98 -ERE-S RAAN +Z 1 形状 的 光滑 小 管 
内 ， 小 管 以 等 角速度 w 绕 铅 垂 轴 oz( 彰 下 ) 转 动 。 BORAR 
相对 平衡 位 置 kusaqa 

, 3402 < eig, 有 两 个 平生 位 置 ， 


1) x=0, z= c( 稳 定 的 )， | 
2) x 二 0，z 二 一 c( 不 稳定 的 )。 


当 @ :> S szi, 有 三 个 平衡 位 置 : 


1) x=0, z 一 十 c( 不 稳定 的 
2) x=0, ?一 一 “( 不 稳定 的 )， | 


3) 2= (稳定 的 ) 


2 
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4-100 ”一 质点 被 追 在 一 光滑 的 圆 环 面 上 运动 ， 些 圆 环 
的 参数 方程 式 为 ， 
X=pceosyp, y= psinyg, z=bsing, P= a+ beos0 
(z 轴 铝 垂 向 上 )。 试 求 以 角 6 不 变 为 特征 的 此 质点 的 可 能 运 
动 , 并 讨论 其 稳定 性 ， 
答 : 0 二 0; 二 常数 ， 可 由 下 面 方 程 求 得 . 
(1 十 dcosg,) 一 一 ctgD，， 


b oe 
RF anyi = got’ LEOS RK, 
这 个 方程 式 可 有 两 个 不 同 的 实 根 


-F<01<0; <0<7 


符合 于 第 一 解 的 运动 是 稳定 的 ， 符合 于 第 二 
解 的 运动 则 皇 不 稳定 的 。 

4-101 质量 为 几 的 铁丝 弯曲 成 螺旋 线 ，x=acos ,y= 二 
bsin#, z= atan ,可 以 绕 水 平 轴 (z 轴 ) 自 由 旋转 ， 铁 丝 的 长 
度 使 其 质心 位 于 轴 上 。 有 一 质量 为 名 的 小 环 在 铁丝 上 滑动 。 
当 小 环 从 铁丝 的 最 下 端 以 速度 ao 沿 着 铁丝 水 平 扫 出 时 ， 铁 
毕 处 于 萝 正 状态 ， 证 明 如 了 果 @ 不 很 大 ， 通 过 z 轴 和 滑 环 的 平面 
将 象 长 度 为 a(M +msin2 8) /( M cos? B +msin2 P ) 的 单 控 那 样 
摆动 ， 而 且 在 摆动 周期 T 内 铁丝 转 过 一 个 角度 (moTsin?p 
cos /(Mcos2#'-+msin28)), | 

4-102 质 扩 tj 用 一 无 质量 的 原 长 为 a 的 弹 得 连结 在 一 粗 
糖 的 水 平 桌面 的 一 固定 点 上 ， 弹 赞 的 弹性 系数 为 R。 质 点 限制 
在 过 固定 点 的 直线 上 运动 。 质 点 和 桌面 的 接触 摩擦 系数 为 
人 。 试 求 系统 的 拉 格 朗 日 函数 。 

>: L=(mä?/2)—[k(x—a)?/2]— ämgxt/lt] 
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samay Ú 


— as s Tas 


4-103 质量 为 m， 长 为 2 的 均 质 杆 OA 支 于 0 点 ， 村 与 


癌 下 的 铬 垂 轴 成 9 角 ,，4OZ 平 面 与 固定 的 垂直 面 成 9 角 。 质 


量 为 2m 的 小 珠 用 原 长 为 4， 弹 性 系数 为 nmg 的 弹性 线 系 于 @ 
点 ,并 可 在 杆 上 渭 动 . 选 x 三 0P，9 和 为 广义 坐标 ; 求 拉 格 朗 


日 运动 方程 ， 并 证 明芳 -也 和 == 46/53 稳定 运动 可 能 时 ， 


出 d 2 = 3g/2a, n=64, 
4~104 一 质量 为 m 半 径 为 6 的 国 柱 体 在 半径 为 5 的 水 平 半 
圆 模 中 无 滑动 滚动 ， 半 圆 模 联 结 在 质量 为 M 的 滑 块 上 。 滑 块 
H 3 38 28 382 k ARIT, J| E 4 8 SBI rh E 6 E Es 
移动 。 取 滑 块 的 垂直 位 移 x 和 圆柱 中 心 的 角 位 移 9 为 坐标 (两 
者 都 从 静 平 衡 位 置 算 起 ) ,利用 拉 格 朗 日 方程 求 系 统 的 运动 广 
e, 
L. (M +m)z+m(b—a)eos00t-+m(b— a) singo. 
o = hx | | 


sin92 二 (0 一 96 anb 


4-105 质量 量 为 族长 为 2 L 
BJ B By — Wanay s zh 
无 摩 氛 地 滑动 ， 它 的 舅 世 端 与 
质量 不 计 长 为 2L 且 不 可 名 长 的 
细 强 连接 ， 细 强 的 另 一 器 系 于 
铅 垂 线 上 的 国定 点 DO 上 。 令 0 
为 铅 垂 线 和 细 强 间 的 夹 f, o 


为 杆 和 细 绳 构成 的 平面 与 yz 平 
面 的 夹 角 ， 如 图 所 示 ， — 0 
(a) RETRA EUER LAA AATE 
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有 儿 个 自由 度 ， | 
(b 试用 变量 9、 p RNANA AE 3: 
程 。 

4-106 ` 长 度 分 别 为 了 ， 1 ha, 质量 分 别 为 M 
M , 的 三 根 均 质 细 杆 连 在 一 起 生 能 在 铝 垂 平面 内 运动 ， * mi 
=. ady C 
(a) asit F i tE i F JUAR ERGA 束 力 是 什 
Z? a 

(b) 把 角 9 和 9 作为 广义 坐标 ， REEM 

(c) 写 出 拉 格 朗 日 方程 . x — 

4-107 四 根 相 同 的 均 质 村 信 技 在 一 赵 构 成 一 个 区 3 如 
图 所 示 。 这 个 次 形 限 制 在 铝 垂 面 内 运动 ， 姜 形 的 一 个 角 被 较 
接 在 固定 点 09 上 ， 所 有 的 匀 链 都 略 去 摩擦 。 除 了 重力 以 外 ， 
O 点 和 .4 点 之 间 有 了 豚 引力 ， 它 与 距离 0.4 成 正比 。 将 该 力 F 
成 (Mo/R1)04， 其 中 好 是 一 根 杆子 的 质量 ，1 是 杆 的 长 度 ， 
& 是 常数 。 试 利用 角 9 和 9% 写 出 系统 的 运动 方程 。 | 


题 4-106 图 i | E 0 i j 
4-108 质量 为 m 的 自由 质点 在 力 F 
Cos oo FSxityj tzek 
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Wisa nimis ' m 


— as" 


的 作用 下 在 三 维 空间 运动 。 其 中 Xo, Yo, Zo 征明 E. 用 广 
EPRS, n, 5 写 NIB ASIE, Kini F JU 
标 之 间 有 关系 式 x 
x= ]coshëcos, y=Isink£shnn, 2 一 | 
试 说 明 为 什么 把 上 ， nm CS WWE AS, 并 用 £, mn < 
计算 缴 长 ds。 分 别 用 @ 及 和 Z 表 示 广义 力 分 量 。 | 
4-109 试用 双 轴 柱 面 坐标 回答 题 4-108 中 的 问题 
Isinhé ”sin 
` Coshë +cosn ' K coshé-+eos% ` 
4-110 RE ARERR 08h 8 1 8. 
=I y=2lén, z=¿ u 
`4-111 在 三 维 空间 运动 的 一 质点 ， 通过 一 不 计 质量 的 
线性 弹簧 连接 到 一 光 少 的 垂直 杆 上 ,， 弹簧 能 在 村 上 滑动 试 
用 笛 卡 儿 坐 标 和 广义 坐标 ， 写 出 点 的 运动 方程 ， | 
4-112 一 质点 在 光滑 的 回转 表面 上 运动 .不 用 乘 子 写 


Z=.: 


出 策 卡 儿 坐 标 系 和 柱 坐标 系 中 的 拉 格 朗 日 方程 。 并 证 明 后 者 


是 由 前 者 通过 储 卡 九 坐 标 系 H 柱 坐标 系 的 变换 式 得 来 的 。 
4-113 m LE CEIA 它 的 顶端 向 下 ， 现 有 一 质点 
EERE, 不 计 摩 所 试用 合 运 的 广义 坐标 导 妇 拉 稿 关上 
方程 ， 
4-114 SHMEE SHREEJA, x, y, z, -4 
位 质量 的 质点 在 有 势力 的 作用 下 在 半径 为 只 的 四 维 球面 上 运 
J, wta? 一 “const 势能 在 柱 而 下 保 谷 常量 。 A TA 
w, x, y 和 z 间 的 关系 式 如 下 、 sl. _ 
| w= Kcos0cosp, x= Rcososing `` 
y= Rsingcosy ; z= Rgin gsiny ` . 
RERO, PAPER 3809 X ia, 并 用 PRES uN 
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MEHE. E 
”4-115 -ADART 1 Dsi EO h R E E 
转 。 令 它 对 旋转 轴 的 转动 惯量 为 J， 它 的 质心 高 禾 转 输 ' 控 离 
为 s， 长 为 1 前 无 质量 的 地 桂 光 消 地 忌 接 人 在 圆 汐 的 己 点 ， PŘ 
RERSIERA R, EiS -WERE REA AOE 
运动 的 质点 mi 如 图 所 示 ， 0，G 独 P 们 于 半 家 线 上 ; HUNSE: 
用 在 系统 上 内 有 重力 ， RRE MENBRES ARAK 
格 朗 日 方程 、、 

4-116 研究 两 质 ARRIER EEEE, 此 两 质 
点 在 一 平面 上 且 其 间 的 过 线 始终 遂 过 二 男 定 虑 。 和 

4-117 ”图 示 球 面 摆 ， 它 志 质 量 为 于 的 小 球 ， 系 在 摆 长 为 
1 不计 质 量 的 纲 绳 上 ， AX KORT. AX AORENN 
EIK Fa fia. 试 分 析 提 的 居 动 > momo ea: 


E- aatik Ea E 


4-118 x 80Re usis FORPREMAS, 斌 
分 析 上 题 同 样 的 问题 。 

4--119 当 支点 0 国定 ， BEIER (BE, 

分 析 上 题 同样 的 问题 。 

4-120 试 研究 图 示 茶 统 中 物 块 的 运动 已 知 三 j B By 


质量 分 别 为 mi，ms，?ms， 滑 轮 和 绳索 的 质量 略 去 不 计 ， 缉 . 
与 轮 间 无 相对 滑动 。 求 各 物 块 在 重力 作用 下 的 加 速度 。 
4-121 质量 分 别 为 mi 和 ms 的 两 个 质点 Pi 和 Ps 用 一 长 
为 无 质量 且 不 能 伸 长 的 细 线 连接 起 来 。PP 限制 在 倒置 的 贺 
锥 体 光 滑 的 内 表面 上 运动 ，P2: 限 制 在 错 垂 线 上 移动 ( 细 线 穿 
过 圆锥 体 项 端的 光滑 小 孔 ， 如 图 示 )， 试 分 析 系 统 的 运动 , 它 


= Hp ET. r x ap JA, £y ` 
TIERE ERDARA, 


题 4-120 图 题 4-121 图 - 


O 4122 ”对 存在 运动 积分 的 情况 下 ， 当 质点 除 受 重力 外 ， 
还 受到 相互 间作 用 的 牛顿 引力 时 ， 试 分 析 上 题 系 统 的 运动 
4-123 质点 mn 受 两 个 固定 中 心力 所 吸引 ， 引 力 的 大 小 
与 质点 到 中 心 的 距离 平方 成 反比 。 令 这 两 个 力 的 中 心 相隔 
2c, x 秩 与 它们 的 连 线 重合 。 坐 标 原 点 取 在 连 线 的 中 K. Tm 
图 所 示 。 假 设 运动 发 生 在 由 质点 位 置 (x, y) 和 为 的 中 心 .确定 
的 平面 内 ， 且 质点 到 力 的 中 心 的 距离 分 别 为 "和 r' ， 如 图 示 
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势能 为 4/r 十 A4'/r'， 其 中 4 和 A' 是 正 的 常数 ， 动 能 为 了 = 
二 m(%? 十 妆 )。 试 证 明 该 系统 用 华 标 gi 一 —(r+r' )#lq, = 


二 (rr ) 衣 示 是 刘 维 尔 :CLiouoilio) 系 统 


题 4--123 图 


4-124 ”一 均 质 杆 限 制 在 锅 垂 面 内 运动 ， 其 一 端 限制 在 
水 平 线 上 移动 ， 致 合 它 离 此 线 上 国定 点 的 距离 是 欧冠 的 
数 f(t)。 试 讨论 系统 有 积分 存在 ， 

4-125 在 三 维 空间 内 ，N/3 个 质点 的 系统 中 的 每 一 个 
质点 都 与 其 它 各 质点 用 弹簧 (线性 或 非 线 性 ) 相 连 ， 而 且 它 们 
相互 间 都 受到 牛顿 引力 的 作用 ， 试 证 明 通 过 求 积分 可 找到 ?7 
MARA 813 个 附加 积分 。 

4-126 WRA pr- 125 存在 运动 积分 ， 并 将 求全 解 简化 
为 求 积分 。 e 
4-127 试 分 析 在 x;，xs，%s 空 间 中 无 约束 的 n= -人质 
把 系统 。 令 作用 在 第 & 个 质点 上 的 已 知 力 XER xi 分量 仅 为 
siR, pa? 是 第 8 个 质点 位 置 的 坐标 分 量 Xi, WER. 
问题 的 解 可 以 简化 为 求 积分 
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4-128 ”将 上 题 的 结果 用 于 下 列 情况 : fn 于 3,， m1 二 mm 一 
ms 一 1]，X# 二 (x4)”，m 为 奇 整数 ， 

4-129 质点 m 在 oxy 平 面 内 在 无 力作 用 的 情况 下 治 一 TE 
[2k x=1cosh¿cos? , y= lsin hfsinn zah. 其 中 为 常量 ， <， 
2 为 椭圆 坐标 。 试 讨论 其 运动 。 

4-130 在 上 题 中 考虑 质点 重量 时 ， 试 讨论 同样 的 问题 。- 

-4-131 RARITA RAH 函数 x 


了 二》 ad 2 一 qs tdst 
2 COS “q ;tš 
i=1 | | 
=- (G,=const)- 
求 系统 的 运动 。 


4-132 系统 运动 取决 于 拉 格 朗 日 函数 
人 raty tenonta 5 aa 


求 系统 的 运动 。 x 
. 4-3: 质量 为 m 的 点 在 势 为 了 Gx; Ys DHH pes 
38. RARR H B, 建立 点 在 下 列 华 标 系 中 的 运动 微 
分 方程 

1) 柱 坐标 asas 

2) 球 坐标 I 

MYRER, v, P 

X= ./uocosp, Y= /uesingp, Z= (u=0)/2. 


， 人 vv. ` U > AT 


Ë. 1) SPEO rem, Soni 
rsinp,' z); nA ; 
2) L=" (tra 0 十 ? amio À 


一 开 (rsinbcosy，rsingsinp ，rcos07 1 


3 ) L=- [(ü84+a6)2 ao (8—h)* + 


+a4atu202]—TI(/uoccosp, /avsing, 
(u—o)/2) 


x RAER: y) 的 力 场 中 作 平面 运动， 求 


4-144 
个 标 g: 和 as 与 笛 卡 尔 作 标的 关 


prai Ma WJ AE ABI A AA. 


系 用 等 式 x 二 (gi1 一 92)/2，y 二 MV qq, 表达 。 
Fe L= TT (qi q.) (0 gatiq) 


-3 2 ,Vargs ) 
4-135 可 以 取 由 质量 为 mi 和 ms 的 相互 间 为 弹性 联系 的 
两 质点 所 组 成 的 系统 ,作为 两 原子 分 子 的 模型 .两 质点 的 相互 
作用 力 下 = 一 cr 一 ro)， Jere B TEA, C=const, 
而 ro 相应 于 弹力 等 于 堆 的 位 置 ARM RB E AA, 建立 该 
系统 的 运动 微分 方程 ， 并 写 出 运动 积分 。 o 


8, L=M (24yr?) 


r: 


MIM . 2 2 m 2 L . 2 2 in 2 I 
Ta(m, Fm y ti tr p T+ Sn P) 
-5 (r=ro)?, 


式 中 x, y, z 是 系统 质心 的 坐标 ， 而 角 9 和 外 (纬度 和 经 度 ) 


决定 着 连结 两 点 的 直线 方向 
4-156 wW R Jy YS Pp: (Z) (其 中 e (Z ,)= F”, 


《2 )) 以 函数 2 一 多 (了 (一 1，2，…， 人 作为 其 解 ， 试 
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求 拉客 朗 昌 函数 为 一 2 Fi C Fa DRIES. 


| | 
e, gi=af + | On [ep (l+ 

40)T)]dy (i=1, 2, =, n) 
4-137 RRRA KRA 


= D a 4 9, — Y. (Da, 的 力学 系统 的 运动 ， 


i, k=l = 


IPG; G, XE HY BU, | 
= =a f’ fi Eas dr 十 get 十 go， 

RPA REAS lai, 12, voi MUERE. 
4-138 aaa o 
+= KE :十 他) 二 (#y— ġa) — lp g? 


— -p 2 
° 2 y 


所 决定 的 点 的 运动 规律 (a，P，，Ps 是 正 的 常数 )。 
答 IXJ VP mojcos(o,t+a,) ` 
r J p, —mosin(o, f 十 aa ) 


| ' ZP mo} cos(ost 十 Ca) 上 


| TV pi mosinlo,t taz) | 


ota = L [mod DE: 


— kes F 


V (pitpst®) 一 4Di0s 
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4-139. 质量 为 的 重 质 AEREA 沿 曲线 2 二 

了 (x) 做 无 摩擦 运动 。 试 建立 拉 烙 朗 自 方程 ， 并 求 其 首次 积 

| | df da df +2 af, 

io 答 : . [a (d ry]. e, dx Lf = 

4-140 RES mü) 3E 8 ATNA AA M. Z = ax2 

tby’ (a>0, b>0, , W028 8 bE, kaws 
PR 


. (1+48? x?)t44abxyy 44a? x414 4abag* + 200$ 
F0, ` . ECES” E 
Ca Bb ait ii tsakya athas 
=0 | 
4-141 PA TAE 38 i IBES e ASER, 
TAKERE AMERRE. . 弹 赞 长度 
在 未 变形 状态 下 等 于 1.。 REVER 日 方程 。 利 用 坐标 


01= (Pi +9), o= (P -PN RENER m 运动 规 
q Sasi ss 


g, L=" (Oh BD -人 2 roos 


4~142 质量 为 m， 长度 为 21 的 拘 质 杆 可 自由 地 沿 光 滑 水 
平面 运动 ， 丁 的 每 一 单元 都 受 水 平面 上 一 条 回 定 喜 线 (直线 O 
x) 吸引 。 吸 引力 SB 28 RADLSEIESÍKRIENORIE 
ROR$9LE8OSR), RURRNE 形式 再 立 村 的 运动 微分 
程 。 试 证 丁 的 中 心 是 按 正弦 曲线 运动 。 

4-143 “如果 质量 为 M 的 点 以 相对 速度 on 一 const 沿 村 
_AB 移 动 ;在 t=0 时 ,AM =0, 试 建立 描述 由 荫 个 质量 各 为 m， 
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Patery 


题 4-141 加 题 4-143 辟 


| ES EDUR TRE SARAM 日 方程 ，. 


E i genl [4 bit 2 十 3 P, prosty 0)] 
zi 92 填 v312 $? ta pibe cos(e — p, ) 


+ alesin (ps 9) 十 "y Goop, - toospa) 


Ui — mg(loosp, totoog) aa 


4~144 RARR HA SER AAEN Griat 
WEZA, WARR. MELART AFE WO R60hK T 
联结 。 强 在 圆柱 上 不 滑动 ， 圆 柱 1、2、4 的 中 心 沿 铬 垂 线 移 - 
动 。 A | 

=, mi, AARE G D DA SIE E 


72 -58- CEF, 
Wi =720, W = 799. Miq ; 
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题 4-144 图 41451] 


4-145 ”质量 皆 为 m 的 三 个 质点 ， 用 弹性 系数 为 的 三 根 
相同 的 弹簧 沿 园 定 水 平 阅 环 相 连结 如 图 示 。 试 求 质点 沿 辆 环 
运动 的 微分 方程 。 

. 符 ， mč (L RO2X,—xX,—xy)=0 
m£,--R(—x, + 2x,—x;)=0 
| m£, --R(—x i —xz+-2x#)=0 

4-146 ”质量 为 村 的 三 棱柱 4BD 洛 光滑 斜面 滑动 ， 射 面 
与 水 平面 成 4 角 ， 才 BAD=B ， 消 酚 柱 4B 面 有 质量 为 m 的 均 
”项 图 桩 在 死 滑动 地 向 下 滚动 。 试 利用 拉 格 裔 日 方程 求 核 柱 的 
. 加 速度 灰 和 图 柱 中 心 相对 楼 柱 的 加 速度 矿 o。 
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- pte „y 2msin(a +£ )cos B — 3 (M +m)sina B 
Ba 3M +m(3—2cos° f) 


W= _ 2M+m)sinpcosa 。 
3M+m(3—20083pB) 
4-147 一 光滑 细 管 可 在 竖 直 平面 内 绕 遂 过 其 一 痢 的 水 
平 轴 以 匀 角 速 @ 转 动 。 管 中 有 一 质量 为 m 的 质点 。 开 始 BF, 
细 管 取水 平方 向 ， 质 点 距 转 动 轴 的 距离 为 4， 质 点 相对 于 管 
.的 速度 为 vo， RERIN 日 方程 求 质 点 相对 于 管 的 运动 规 


| | lÍ O g oi I! J za) 
paa =| OY i 0 
Har eje tls( of 


talee +t- S sinot (MAAA) 

4-148 J 29 M BJ KER ES R RE CBS E #ë s H 
固定 墙 联结 ， 并 沿 水 和 平 导 板 无 摩擦 地 滑动 。 质 量 为 mw 的 重 物 
用 长 度 为 的 不 可 伸 长 的 绳子 悬挂 在 术 块 中 心 上 。 试 以 拉 格 
翩 日 方程 形式 建立 系统 的 运动 微分 方程 

E, (M -m)#+mlpcosp—ml g2singp + 2cx=0 

1 p + #cosg + gsinp=0 

4-149 ”质量 为 用 的 木板 无 摩擦 地 在 水 平 导 板 上 滑动 。 
质量 为 m 的 重 物 用 刚度 为 c< 的 弹性 绳子 里 挂 在 木 块 中 心 上 ( 强 
在 未 张 紧 状 态 下 的 长 度 为 1。), 试 以 拉 格 朗 旧 方程 形式 建立 系 
- 统 的 运动 微分 方程 。 

O 8. (m+ M)ż+m(i sinp -+1 Yeosp) = const 
i p+žcosp + 2 Í p +- gsinp=0 
m1 二 mzsm9m— ml p —mgcosp +c (1—1) =0 
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= ap. Tk wa r M ay 


题 4-148 图 题 4-149 图 


4-150 ” 试 建立 质量 为 mm， 长 度 为 ! 的 摆 的 运动 微分 方程 。 
该 摆 的 倒挂 点 位 于 半径 为 r 质 量 为 mi 的 圆 盘 中 心 。 圆 盘 可 无 
滑动 地 在 水 平 直线 OA 上 滚动 ， 其 中 心 用 刚度 为 c 的 弹 贰 +5 faj. 
定 墙 联结 。 
答 . (3m, + 2m)# + 2ml peosg 
-mlp sinp 十 2cx 一 0 
| 9 十 #cosgp 十 gsingp 一 0 


R- 150 图 


4-151 REMERA RNS RAAEN SIERKEE 
KRJ. MANE FEArA CAA, o5 B] 盘 中 心 
重合 。 档 内 有 质量 为 m 的 球 在 运动 。 不 计 球 的 大 小 ， 建 立 系 
统 的 拉 格 姑 日 方程 并 求 运 动 积分 ， 


Z. (M +m )R P —mr boosp +m ?sinyg=0 


r Dr pcosy + gsinyp=0 
4-152 ”质量 为 好 半径 为 r 的 均 质 圆柱 可 无 滑动 地 在 半径 
为 的 固定 空心 圆柱 内 演 动 。 在 活动 的 辐 柱 中 心 上 巧 挂 质量 
为 长 度 为 ! 的 数 等 摆 。 试 以 拉 交 器 日 方程 形式 建立 运动 微分 


At, 
答 ，(3M +n) (R—r)p+ 2ml gcos(6 一 人 ) 
— mlj in (0 一 0) 十 2(M +m)gsin#=0 


” 题 4-151 图 


题 4152 图 


ce 10+(R—r) pcos(0—p)+(R—r) p? `: 
sin(9—9)+gsirg=0 

4-153 半径 为 有 质量 为 m 的 均 质 圆 盘 ， 中 心 处 成 直角 地 
捅 在 无 重量 的 光滑 杆 上 ， 杆 的 一 - 端 0 用 球 贸 链 固定 。 AA 
沿 着 杆 做 平行 移动 。 圆 盘 中 心 用 刚度 为 c 的 弹簧 与 0 点 联结 
弹簧 长 度 在 未 变形 状态 下 等 于 1 试 以 拉 格 遍 日 方程 形式 寻 
立 圆 盘 运动 微分 方程 。 Ea 

ja L=" It? x634 ?sin?0)]1+ x 


+ | (#?sin? 9+6?) + (Pcos0+ 2)! | 
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PENA pob Ek OREN 
4-154 ` 均 质 杆 可 在 锅 牌 平面 oxy 内 运动 ， 平 面 以 角 速 
HE @= 二 w(t)， 绕 铅 垂 轴 oy 转动 ， 试 以 拉 格 朗 月 方程 形式 建 
让 故宫 对 二 动人 分 
x. 2 一 @?(1)x=0， y+g=0, 
20-b o 2(t1)sin2p=0 ` 
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4-155 质量 为 m 的 小 圆 环 可 沿 光 滑 杆 .4 一 NR., FF 
APIA AFB 与 直角 4OB 的 商 边 固 结 ,市 直角 AOB 以 色 角 
速 绕 其 铅 垂 边 904 转动 . 吏 环 用 两 根 刚 度 为 6 的 同样 的 弹 得 
与 4、B 点 联结 。 每 根 弹 得 在 未 变形 状态 下 的 长 度 等 T], 
0AB=a., 试 利用 拉 格 朗 日 方程 求 圆 环 的 相对 运动 . 

Sg, M2c>mo? sm? aR 


x= asin (Z a++! l (gcosc 二 azlsins a) 
14 2c< mø sim aR 
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x=bsh.(/ +o oan e). 
` 9c= mo 2 sin 2 ait,- 
x= (gcosa +o? lsin? a) pd, itda 
式 中 a, b, di, da, P, "是 任意 常数 ， 


A= |2c/m— à 2sm2c| | 
4-156 ”半径 为 RR 的 光滑 金属 线 圆 环 以 勾 角 速度 @ 绕 其 锅 : 
季 卫 径 转 动 , 环 上 穿 有 质量 为 m 的 小 珠 ,小 珠 用 刚 凑 为 c 的 弹 壬 : 
与 圆 环 上 的 最 高 点 联结 ， 如 图 所 示 。 假如 弹簧 在 未 拉 紧 状态 
下 的 长 度 为 1， 试 建立 小 珠 的 相对 运动 微分 方程 。 
E. 4mR p— mo? Raini + 271QSirt20p-… 
— 2csingp( 2Rcosp—l,)=0 x 


题 4-!155 图 | 题 4~156 图 


4—157 质量 为 m 的 球 和 刚度 为 c 的 无 重量 弹 得 在 光滑 水 
于 管内 ， 管 以 名 角速度 @ 绕 铅 垂 轴 oz 转动， 弹簧 联结 球 与 
轴 。 开 始 时 球 相对 于 管 静 止 在 距 oz 轴 距 离 为 a 的 地 方 ， 弹簧 
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尚 未 变形 。 略 去 球 的 大 小 ， 求 做 有 限 运动 的 @ 值 ， 并 在 这 些 
@ 什 条件 下 求 球 在 转动 参考 系 中 的 微 振动 。 

£: X=4sn(Y< — 2 i+a), o mce 

4-158 半径 为 尺 质 量 为 好 的 光滑 金属 丝 圆 局 ， 用 每 个 刚 
傣 为 c 的 两 根 同 样 弹簧 与 水 乎 固定 平面 联结 ， 贺 周 可 以 沿 铬 和 
线 平行 移动 。 EARNER LARE Ani RAEE. 求 系 
统 和 在 稳定 平衡 位 置 附近 的 微 振动 ， x . 


Z., Z= A sin(y tta) 


p= Bsin(¥ -2 1+2) 


题 4-157 图 题 4-158 图 


4-159 ”用 网 度 为 的 弹簧 联结 的 两 个 质量 mi 二 ms 二 mn， 
可 沿 着 半径 为 R 的 光滑 加 定 水 平 贺 环 运动 。 未 变形 状态 下 的 
弹 筑 长 度 等 于 RV 25， 求 系统 的 微 振动 (参看 题 图 4-141)， 


£F: | Pı 


l | (J c aa) 
站 


| 
=C, 


| P, 
. 266 。 


十 x | CC:t 十 Ce) 


4-160 ”质量 各 为 mm 的 两 个 相同 的 均 质 圆 盘 沿 水 平 导轨 
无 滑动 地 滚动 。 圆 盘 中 心 之 问 以 及 与 固定 墙 之 间 均 用 同样 刚 
度 c 的 弹簧 联结 。 求 系统 的 微 振 动 。 


| 二 | | (ay Ens 
= t 十 
Aal d1 WIIGINE ES 
ie o i t H A | A sosy , Í | a F yr 
B,sin V im + L ( 2 SPa + | 


Bsiny _2c ; ), x 
_ | 


| COPEN 3m 
A=; (xita), Beiarn V 3, 


W 


_1 ipao a y m 
As= (x1— X42), B= glita) 2C。 


_ 
- ç 
- ` 


题 4 一 160 图 o | | 
4-161 “半径 为 > 质量 为 m; 一 mm 的 给 质 圆 盘 可 以 沿 水 平 直 


线 无 滑动 地 滚动 ， 其 中 心 与 两 固定 墙 之 间 用 刚度 各 为 c 的 两 
根 同样 弹簧 联结 ,在 圆 盘 中 心 悬 挂 有 长 度 为 1 质量 为 内; 一 mm/2 


+ 961 - 


s sim. Bitci =mg, R 系统 的 微 振动 。 


| | Bii |° a(d Eira) | u 
kc, la s Free), | ; 


4-162 REHM kina Rtt E 平 高 内 绕 
圈定 点 O(A0=a)553, REN m= MM 的 重 物 用 长 度 为 


1-- 的 不 可 发 的 无 重量 的 地 人 在 和 的 4 求 系 统 在 稳 
定 平衡 位 置 附近 的 微 振动 。 


|6—-3⁄%$- | 7 


ES =o | 一 12 二 7W 3 3' 
xi )+ 


6 十 F 


| KM 4164 R. i O l. t CORC. EEEE 


haiti Ee ect 


4-183 paman An, 3 RRN 
X=R(0~ Sin) 
a gFRU- ewp); 
一 小 环 M 在 重力 作用 下 沿 该 光滑 图 线 运 运动 ， 区 oaaae 


题 4~-163 图 

4-164 在 主动 轴 工 上 加 一 力 偶 ， 其 矩 为 常 最 Mr= 
170r EASRA EW EIE ,其 矩 为 常量 Mas90””。 

试用 第 二 类 控 格 朗 上 日 方程 确定 让 动 轴 工 和 从 动 轴 荆 的 免 知 速 
È e ME BA: ri=20cm, r =5cm, r =10cm, ry 一 
15cm, J,-,=0. skg: m?, J;=12kg-m2, tJi 2kg m?, 

M, = 45kg, | o 

答 ，8T 一 0.32 1/s?, En 二 一 0 .53 1/s? 


F | i 


F 


z1 


J tu 


Km 4—-1640] 
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4-165 BÆ; ri=40cm, r,=10cm, r,=I8cm, r, 
=] 2CM, M3 = 80kg, Ii = 1.3kg.m2,J 一 3.0kg. m2, 
Jy=15kg- m?, Mi™100N- m, Mi=90N- m, REZ 
SAAIER MA AAIE E. | x 

管 ，8T 一 0.77 1/5? € =0.66 1⁄5° 


KH 4—1 6 5 El 
4-166 已 知 ; ri=15cm, ra=I0cm, rs =15cm, r4 
==10cm, Mm,- =70kg, J Í = 1kg ° mè, J =4.,2kg- m?, 
Jr 一 21kg ` m°, Myxy=80N -m, M1 二 35N - m, RED 
各 从 动 轴 角 加 速度 Er 和 Ez， | | 
管 ，81 一 0.14 1/s2, 8&1 二 0.25 1/s? 


FR 4-1 86 E 


ls 
=I 
Q 


4-167 BA: r,=50cm, r,=10cm, r==15cm, re 
= 25CM, Mg -3 =7 2kg, Ja- =1.02kge m3, J;=1.5kgem?, 
Ji=12kg. m2, M =12%N m, Mi=30N- m, REJ) 
SAIA AIMEE MEn. 
| £, €r=0.57 1/s2, r= — 1.14 1/s? 

4-188 PEH. WA, mi=1kg, m/Í=2kg, m i=1kg, 
m  =3kg, [=0.6m,ec=20N/cm,yəs==0.2cm, gz |=8cm/s, 
RRD El Fi EB IB] MRM B T', UREW IRANE 
3 一人 ft(〈 坐 标 原 点 选 在 重 物 静 平 衡 位 置 )。 . 

£F, R==271.1 1/s?, T'=0.23s 

y=0.36sin(27.11+0.595)cem 


x, 
x | š. | 
3. v 
t; 上 I | s 
Ti (La y e 


| = x | o gU? 


y 


mai x 起 4-168 图 


4-169 一 自由 度 振动 系统 如 图 ， 已 知 =20cm, h= 
60cm，1s 二 30cm， 重 物质 量 mi =0.5kg, JER ED 质量 
m2 二 3kg， 弹 筑 刚 性 系数 为 c1 =60N/cm, c|,=40N/cm, 
cs 二 40N/cm。 试 用 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 建 注 系统 小 振动 方 


` 271 ° 


FE, 蔗 求 其 频率 。 

G11 2 Herte PO 

TE 9 十 cs12 十 cs 二 0 | i 
其 中 Z 为 重 物 离开 其 平衡 位 置 的 领 垩 位移， p 为 ED 对 平衡 位 
WN a, =0. 5kg, c11=4000N/m, Cia =1200N, 

,=0. 28kg m° = 2040 Nm, 

JANEN oa 

O. 07R4 一 107082 十 3360000=0 E 

频率 为 Ri 一 66.4 1/8; ka= 104 1/s, 


| 题 4_169 加 
4-170 ”质量 为 m 的 质点 在 力 
F=- fr), r= aF yE EPOXY 
89, WU ANROPAS ADE A, 


| _ P: 
T R= zor 一 了 ?十 Jy(r)dr 


4-171 AA iam 和 ms 的 两 本 点 按照 万 有 引力 定律 在 和 
也 作用 。 试 按 多 司 方程 形式 建立 系统 运动 方程 取 系 统 的 质 


. 272. 


量 中 心 坐 标 半 ， 袜 ，2Z， 两 点 之 间距 离 > 和 决定 连接 两 点 的 站 
剖 方 向 的 角 Pp，%( 纯 度 和 经 度 ) 作 为 广义 坐标 。 


= (Pz 二 + p+ pł) | pt __ 
(m, +m.) 2pr2cos20 
(ptr? Pp? )— TMM 
2 r | 


4-172 在 球 兴 标 中 的 引力 汤 内 相对 论 性 的 质 R AOR 
EEEL EESAN 


一 一 mc?V 1—1 G+ r252 十 r292Sin20) 


十 二 
suum E Binti Ik BUR, CEEE, 试 写 出 质点 的 罗 
JER. š š 
答 ， 


一 
=e (i EEE a 各 -一 
a ` o2 ` mie’r’sm?’g 


Y 3 . ' F 
Ga ` N : 
° y 


-r 


4-173 RUAA 8 六 mn 的 质 质点 的 如 w 特区 函数 


窗 ; K(x, Y, Z, by, pz ) = ; 
—2m(h-m9qa)— pim p2 
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第 五 章 ” 拉 格 朗 日 方程 的 应 用 


一 、 共 本 理论 与 公 
本 .有 和 人 入村 系统 的 站 其 日 方 和 
i x 
运动 微分 方程 
d 3T ƏT ~ pA 
dł PY -9 一 Q. + Y: à Da 
(u=1, e., n+m) . (5—1 y: 
约束 方程 
0 
其 中 Gayl， ..., zs 15 R, z 


2. 准 坐标 下 的 下 格 庆 日 方程， 


d 3T’ : 97° o T aa 
dt Jo, + 2 Joe w Ay, P? 
i S E 


| (k=1, +, n) _ SY = ' (5-3) 
其 中 


yi = y Y 人 (5-4) 


HERSES, a, Mb AREER ORRA ER 
z 2174、 


的 系数 os= NAA q, = MA 7 为 用 准 速度 表 
k=] m = 1, 
示 的 动能 


T°(qs,04 1t)=7T (as, Y boor, t) 
- . Ë = 1 | | 


(5-5) 
SA IEIR ASES 
T D) Pre 3 o Sa 
为 相应 2 于 准 举 标的 广义 力 | 
= YQ, E (5-1) 
5. 耗 散 和 函数 的 拉 格 朗 日 方程 _ 


\(1) 在 介质 中 缓慢 运动 时 ， 瑞 雷 耗 散 函 数 (线性 阻尼 ) 为 


DE ) (5-8) 
拉 格 朗 日 方程 为 x 
daT IT so 3R g 
TELP dg | e =i, 2, =, n) 
=: _ (5-9) 
(2) NOS — 
af f, (ida | x | (5-10) 


mae ARREN 


dor A QI (s51, 2, 2... n) 


PUD oqs dd s 
(5-11) 
4 .打击 运动 的 拉 烙 衣 日 方程 
dT | _97 | = f == 2 TF | 
Adds yas 0d。 ‘i=0 ° (s ' n) 
(5-12): 
其 中 ! 为 打击 冲 量 | 
[=Í Qudt . (5-13) 
0 | | 


方程 (5-12) 是 xz 个 代数 方程 。 


5. 初 始 运动 问题 
为 研究 初始 运动 癌 题 ， 可 将 所 有 广义 坐标 展开 为 时 间 # 
RJ Pir 2 34 i I x 
qs=Gs Hbst test? td t pe (5-14). 
(s=1, 2, =e, n) l 
EPR Z as, bs, Cs, da, +. 由 (5-14) 代 入 拉 格 朗 月 
方程 并 令 1 的 各 问 次 短 的 系数 为 零 而 得 到 ， 因 为 0, 就 是 4 的 
初 值 ，5。 就 是 8 :的 初 值 ， CM Eg WKE, 等 等 。 
6. 相 对 运动 动力 学 的 拉 格 衣 日 方 御 
G) 一 般 相对 运动 动力 学 的 拉 格 朗 日 方程 ， / 
d or, _ 97, _ — 0 D ON o 
a 2 CT apl TOAT., 
(5-15) 
。 2T6 ° 


| (s=, 2, s, n) 
其 中 了 ,为 系统 相对 运动 的 功能 ，F 为 均匀 场 势能 
MO +oxm) r; > (5-16) 
这 里 村 是 被 载体 的 总 质量 ，r'o 为 被 载体 质心 在 与 载体 相 固 
联 的 坐标 系 中 的 矢 径 ，@ 为 载体 的 角速度 ;6 为 基点 8 的 速 


度 ;了 "为 离心 力 势 能 


°= — o . 9 DO | -= ©- —17) 
这 里 6 为 系统 在 基点 0 的 恒 量 张 量 OiT ERRE 
ai=- (Oxmr) G o 618) 
r NJ ERJ 
EDAT 9 
k=l | 
这 里 
— UPS ər, = 
wa Ye 9 das ea | 
或 者 oR ET 
ra=- Y moxt)? ae o (5-20) 


4=1 


(2) sumaya 
dol, T, 0 — ajio 


dd, Oqa ° Og s o 2 
S | y: | : l E p i ' 
> m (x 1 十 了 i) |—2e 
dial £ i SEF Sa 
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Ñ . . 
y m. (e ga 3ga -3 dq ,， 
f =1 


(s=1, 2, ee, n) | 


受 匀 速 转 动 约束 情形 


l /2 2\ |= 
Qs — 2 = m(x +y) (=0 
| 0gs 2 > : ， 、 | 
(5-23) 


HSI 9 2. n) | 


é 


7 .变质 量力 学 系统 的 拉 格 朗 日 方程 
(1) EBI e SB E 


DAT _HT 


HoT A +T .(s=1, 2, =, n) 
Dr Ny. Nol pl 


四 ras (5-24) 


A, A, D; 时 对 广义 速度 、 
其 中 入-， g. D3 分 别 把 质量 当 作 常数 
广义 坐标 的 偏 导数 和 对 时 间 的 导数 ， 到 ,为 广义 反 推 力 
278 - 


mobi <-> 


You, : r x x {5-25) 
这 里 4 为 由 第 个 质点 分 高 (或 状 入 ) 的 微粒 相对 该 该 质 点 的 束 
FE. 


(2) 半 凝 回 导 数 表 示 的 方 和 


dHiT _ HT _ 
aia, a, OTP G52 s, n) 
| (5-26) 
其 中 
mM i Cu, ri)- Ar (5-27) 
O) PESARE 
d oT _ = 
daia 2 =Q, +P. (s=1, f» *.., n) 
ü i i (5-28) 
其 中 
E N E 
| _ ° r, 1 FEA 
P ,= mi i(u,+r y 90 N . r 9 
y! t” 9g 2. i KZ 
d . ° MaNi., . | | | .. | 
uri Ti ` a — ` (5-29) 


这 里 假设 质点 的 质量 可 为 广义 举 标 、 .广义 速度 和 时 间 的 函 
数 ， 即 l 
x m i=m,(q,, Qa, 1) (5-30) 
8. 带 参数 约束 系统 的 拉 格 朗 日 方程 

带 参 数 约束 系统 的 科 格 朗 日 方程 具有 通常 第 二 类 拉 格 记 


b 219 ° 


月 方 得 的 形式 ， 但 在 这 些 方程 只 除 广义 华 术 外 还 包含 一 些 入 
制 参数 ， 
saenmawaasaamayu 
| (1) 一 般 形式 为 


S d aT _or _ d 
dz329, Jq, Q4 DE A.. Ca t, 2, sen, ) 
(5-31) 


第 二 类 约束 ( 包 全 伺服 的 约束 ) 加 在 虚 位 移 上 上 的 条 件 为 
Y aaa =a (p=1, 2, ; j) (5-32) 


BAAR 


Ppo(xi, Yis Zi, **, Xy, YyZy, D =0 
(ps=1, 2, +L, =1—I,) (5-33) 
| 一 般 说 来 ， (5- 2 了 5783) 没有 联系 ， 当 及 ==j 时 ， 运 动 可 
WE. 1 bo 
(2) 几 种 特殊 情形 x 
L Beh (5-32) TAERA l 


n — 7 | 
qn -y+ 于 F Basan Óq REl, sea A) 
$=] ú E 
| , | | (5-34) 


Goy oom ao gl réa g, 
gapi I U R 


_ —Qa- + )=s x 


Odn- +k 
(€=1, 2, +, n= j) (5—35) 
2° WR (5.34) 42838 

Ogn- + L “O | (k=], 2, e, j) 

(5-36} 
则 方程 为 

dar ƏT ve ， 

TEIP ag O: (=1, 2, =, "=P. 
| (5—37) 


如果 第 一 半 约 来 反 力 仅仅 是 陈 介 运动 的 二 双 系统 的 这 
触 作用 ， J: Ae bn K bt Tq, ， d2» s :.，gn 中 的 gw ; "°° 
asi 则 关系 (5-32) 成 为 


| ÓqQa-m+1—=0, ..., Òn =O (5-38) 
而 方程 为 x . 
dor JT | 
dz29, Do， =Q, (9 一] n— m) 
_ (5-39) 
0 READ NE 


对 于 给 定 的 二 阶 常 微分 方程 组 . 
i Y As, (qa, dm, t) q ,十 再 (ga x N t)=0 
k=] 


€s; m=i, =, n) o i (5—40) 


Tama Rs 


. .. 281 - 
| 


"omc" rh V. ` etia n - . - ` ` 一 
ie 有 ai ' - — mk. 
—————rsisistquk EE sn = s 


g Eo (1 2, e, n) (5-41) 


L(gn, åm, D= KG, a, D+ Y D, 
k=1 
(ga, 0 +C(q f) — (5-42) 
WK, D,, CHJPYR WH F; 


K= Y Y inf ar IJ hs， rå. olan) | 


k =lk,=l 
(ç, t4, t) ; (5-43) 
Dz, = DAIJ dTTZe, ñ 《79， Dla, | x ú s: 
k=l 5 E. 
(6-4) ` 
-$ [f dtW (tq. Dla, | | K | 
b=1 _ 
这 里 oB ob 
z ` Ë) è 
bjk rima Eh Ga 34,, 
PK | ` 
-Ei ) (640) 
W x+ = =h p, — Ka 十 9 K + 


3. 04, at 
PAET (9 TM tJia] 
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` 4 w. 


以 上 构造 工 的 方法 称 为 Santilli 方法 。 此 方法 的 顺序 
是 ， | 
首先 该 (5-43) 求 出 天, 然后 由 (5-46) 求 出 Zei ss ,代入 (5-44) 
计算 Dr,， 最 后 由 (5-47) 计 算出 政 ，,, 代入 (5-45) 而 计算 得 


二 、 范例 - 


例 5-1 “图 示 一 振动 系统 。 小 球 4 的 质量 为 m， 与 ABC 
丁 以 光滑 匀 链 连接 各 杆 的 质量 可 以 忽略 不 计 。 平衡 时 ， 
0,C 杆 在 水 平 位 置 ，4BC 杆 以 及 O08 Wire E. W 
O,C=1, 0,B=BC=b, AB=a, a>b, RRA EMYS 
周期 | 


As- 


[8] 系统 有 一 个 自由 度 ， 可 取 $ 为 广 义 点 标 。 为 计算 
方便 ， 青 取 0 为 多 余 坐 标 。 攻 ，0 之 间 有 一 约束 笨 件 


` [h—b(cos#--cos8)]2 + [I B(sih#+-sin0)1 ?一 人 
或 者 表 为 


f =h? +263 +2btcos(0-0)—2hb(cosó--cos9) — 


有 多 余 坐 标 系 统 的 拉 格 朗 日 方程 (5-1 ) 给 出 
d 37 3T af 
dt ab ay Qs thy | 
A aT ar s L A _. Š 


MENEREN. K | 
x4=bgin¥+ asing, y,=bcos#—aeos9 


¿1 +g1=bt02 + at6t +2baóbcos(%-- 9) 
研究 微 振动 情形 ， 有 | 
sm, sin@==0, cpa l, siny 1 
于 是 ， 动 能 为 四 
T=m(s1+8 ji~- ajradi) x (2) 
系统 的 势能 ( 取 o: 为 势能 零点 ) 为 x 
=m9Y 4 Smg lboop—aoos0) 


| ( 3 y 
tE, HEY, p 需 取 到 二 阶 小 量 。 XIR 


| Qs= Tmoby, Q= fg = mao "(4) 


现在 计 咎 带 膝 子 2 的 项 。 泸 们 有 


. 284 。 


oy 


9g =? sn(0+0) + bane —2lbeos9= = —21b | 


9 ~ —2b7sin (4+0) + 2hbsin%@+ 21bcosó==21b | ] 
(5y 


将 (2).、 (4) 和 (5) 代 入 方程 (2); 得 到 


m(bË +a ü )b=—mgb#--241b | ( 6) 


m(b $ + a 0 )a=— mga0—Alb 
下 面 建立 微 振 动 下 ，Y% 与 6 的 关系 。 关 系 (1) 近 似 地 写成 


f=h°+4bt—4hb—21b(0—0)=0 (7) 
”注意 到 4 二 25， 则 (7) 给 出 
$=0 (8 
最 后 ， 将 (8) 代 入 方程 人 6) ， ABRA. ER 

fx(G 十 下 39 mgl ba E | 
`g(a—h) L (oy 
k 一 0 ( 9 ): 

EHE, 4983823838 | 

a+b x o | 
Ts 


例 5-2 一 质量 为 m 的 质点 停 在 一 光滑 拖 面 的 顶点 。 # 
ABI Ex? y2=a(a—z), paka 2 Sht SE 向 
L. J 5832481 Ft P ARIP FS HIHI F 3831. BER 
$RP, P, ZH LER, 试 列 写 点 的 运动 微分 方程 ， 并 确定 
约束 反 力 ， 说 明 质 点 在 什么 高 度 离开 抛物 面 ? 

[81 系统 有 两 个 自 岂 度 ， 荐 取 柱 坐标 p，9， 为 广义 
坐标 ， 则 有 多 余 坐 标 出 现 。 约束 方程 “ 


. 585 + 


例 图 5-? 


X2 十 3 一 GCC 一 2 ) 
TEM: BA kari 2 28 
p* 二 a(a 一 2) 或 =p? (az) 0 
有 多 余 坐 标 系 统 的 拉 略 朗 日 方程 (5~1) 给 出 为 


d ər ər Ji 
QT 
d+ 32 Jp ° 9P | 
d 37 ƏT of 
-人 二 Qo 二 AO 人 
dt ap 99 “* . 9? | 
d IT 3a7 nm， af | 
dt ga 97 Ot Aaz | 
系统 的 功能 为 
rd 
势能 为 _ 
x o=mgz2 
于 是 得 广义 力 为 


“~. 286 ° 


_ V or _ 
Qs:=—9 =—mg x (5 
又 由 (1 ) 知 l 
97 _ of _ əf r ú 
gp 2, ap az T + Ce) 


将 (3)、(5) 和 (6) 代 入 (2)， 得 到 运动 方程 
mp—mpp?=24p ' | 
m- (P p)=0 ° ` (7) 
mz 二 一 mg 十 a | | | 


下 面 求 约束 反 力 N ,=23p, Na=ha (Ny=0). 为 此 ， 
只 要 求 出 不 定 乘 子 4。 现 将 约束 方程 (1 ) 对 时 间 求 两 次 导数 ， 
得 x | | 
2pp+2p*+ a z= 0 o (8 

将 由 (7) 中 解 得 的 p 和 z 代 入 (8)， 得 到 


2p( p02+ 24 p )+2prto (ot2a )=0 
由 此 解 得 w 


mla 一 2 p? —? 2 p? | ` N 
p=" leom Pe 95). (9) 


现在 求 方程 (7) 的 积分 ， 以 确定 5 和 9。 由 (7) 的 第 ZAR 
程 ， 积 分 得 
p*°p=c 
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其 中 为 积分 常数 ， 因 本 0 时 ，P=0,， 故 c 一 0。 TE 
9 一 0 
为 求 出 p， 可 将 (7) 的 第 一 个 方程 乘 以 p， PTR by， 第 


三 个 乘 以 zs， 然后 相 加 并 注意 到 
22pp 十 246z 一 0 


将 所 得 表达 式 积分 , 得 g 
L m[P2 十 Pa qat] imas = ho aD 


关系 (11 ) 就 是 能 量 积分 。 考虑 到 t=0 时 ， z=a, D=p=¿;= 
o Wl Waaa . 
h=mga i (12) 
将 (12) 和 (10) 代 入 (11) 得 
p?+ z? =2gla—z) (13) 
将 (1) 对 t 求 导数 ， 得 `. 
. pp = ds 
RARAS), 解 得 


_ 2g(a 一 z)62: 2gp26 — 
p= e | = p Fai a a a (14) 
净 (14) 和 (10) 代 入 (9)， x 

mag ` ` . 
a= (4p? +a?)? o 015) 
WEARI H . I x 
Mass nah | x 
mag | a (16》 

~ (4505 二 02 | 


最 后 ， 研 究 质 点 脱 高 抛物 面 秽 题 . BQ, HREH 
”不 可 能 为 专 故 质点 永 不 受训 抛物 面 。 


例 5-5 试 由 方程 (5-3) 导 出 下 述 关系 


afl Sor _ |- 》 z _3F* 
sy © y r» È rio, 3 


由 此 证 明 ， 如 果 T* 中 不 显 含 1, B. 


*_ _ 09 * 
P= — OT, 
MEERA 
`, s T*tps=const E 
N=1 
[ 解 ] 机 k Rf, 得 到 
二 a ot Y > bei nh 
k=1 =] l=] m=] 
n aT _ . f x 
7 2 TA y ptos Gk 
利用 (5-6)， RE A 四 
| ey ' 
d aT * Tl- Y d "X Gy Uy Ë 
Í 3 -O re) 2 TETA 8 us 
SE N 
` a aTa, Te 
十 和 人 一 A Ú 
2 Om. =, Og x 
_V 927, — T" 
Jor 7 Ot. 


Fa. ev if. JT. B Sdi JTA iu 3 T° o 
d: 2°, Ta 一 | T 


paw n m (2) 
由 (5-4) 知 5 PE 
ya = — Yim 
因此 
y grio 本 (3Y 
kuj m=1 o Sa 
将 (2) 和 (3) 代 入 (1), 便 得 


IT” —Te|= Ea 
4) K. i Do 


如 果 Te 中 不 显 舍 t, WA 


aTe E 
S = (5) 
而 当 | 
»_ oy" 
l ps ax, 
时 ， 有 
to, = ovr* __d*  ， 
e= 2 TR K dt. I | (6) 
将 (5) 和 (6) 代 入 (4), 便 得 


d| ÑNƏT* _ rays |= 
K i a 
-性 分 得 | 


y N —T*+ V*=const (7) 
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例 5-4 试 证 单位 质量 的 质点 在 重力 作用 下 在 图 力 XR 
的 介质 中 运动 时 其 水 平和 锁 垂 坐标 (x，y) 满 是 方程 


diy 2gËR 
本 Toos tp ` 


其 中 vo 是 速度 而 9 为 切线 与 水 平 线 的 夹 角 . 


例 图 5-4 
DER]: 首先 列 写 运动 微分 方程 。 质点 的 动能 为 = 


x T= (i+. 2 

由 阻力 有 引起 的 广义 力 为 
ar £ R | 
Q:=-R dx 4 | 
= or _ 3k .1 

= R: qy= ) 

与 重力 相应 的 广义 力 为 
| Q,=0, Q, =—g 

质点 的 运动 微分 方程 为 

dg ƏT _ `: 

dt ət 9x Q. +Q; | 

d of _ 9 _ 

£ r aT aga, | 


0 


(1 
(27 


(3) 


OD. PHG ORAO, 


其 次 ， 将 方 程 (5) 变 次 到 5， PER. 我 们 有 有 
#=ucos@, y=vsing (6) 
将 (6) 代 入 (5)， 得 x 
bep —vpsinp = -Rosp | (7) 
bsinp 十 ugcosgy 一 一 Rsing 一 9 
将 (7) 的 第 一 个 乘 以 cospg， 第 二 个 乘 以 sm9 ， 然 后 相 加 ， 得 
b=—R—gsinp _ (8) 
将 (7) 的 第 一 个 乘 以 sin9， 第 二 个 来 以 cosp ， 然 后 相 减 ， 得 
, —up=gcoso (9) 
最 后 ， RKE, A 38, 我 们 有 
` Step | c C ` GO 
dz > 1 dọ . 
dx: coo dx G1) 
出 (9) 知 F 
dp dp dt _@ _—scosp/o _ _ g 
x t dx # VSP y? 
. a 
将 (12) 代 入 (11)， š 
ay. =a ° C G>. 


将 (13) 两 端 再 对 x 求 导数 ， 得 


dv do 
PE -angg osto +zutoospsinp ier 
dx: Tg o t cos tp 
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£ 


aone Re T ay 


= 2g 


“由 (8) 知 
do 2 Rrk gsin2 


ds™ veso — os (15) 
:将 (15) 和 (12) 代 入 (14)， 便 得 
dš y 2gR 


dæ? ros U a5 (16) 
证 毕 。 


£" 


KATARO FETA B iss. | 
在 此 祥 的 下 端 从 使 甸 0' 联 一 与 之 相 m u 
村 中 点 4 加 一 与 本 和 直 [的 站 S, P an To 

冲 告 后 盖 料 的 角速度 放 点 -4 Wa. S 
[ 解 ] 列 写 系统 在 一 般 位 置 时 的 动 AD. 
能 a. en C A a asm 


pn 


¿ 


+5 MIC) EC) +2 . . 3Jó,lÓ,cos(0,—9,)] E 
| -FË z - Ta r o : 


aT . ; 
39 3 ML HAMT acoet0s —0) 


用 a- = -E Mi, +2MPó olee) sy 
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两 杆 在 锅 垂 位 置 时 ， 有 03=01=0, 而 ` 


MM | 
oT _4 x 
320, 3 4 260, + °M 12: 6 | 
方程 (5 .12) 给 出 E 
of | of -7 ) 
001 teas 99, £ = 0 i \ 
IT | oT |  _) J 
DIa limas 90 7 


GY 


(2) 


ANAT AANE s, iaa, 


S(2160, +160,), 于 是 


T=2s1, Taas - 


一 0， 得 到 


3 


16M1a(6 ) ,+2M1a06 ,= 2S1 


BRR o 
a= S, (6 


m 


| | . i | | | " ç 本 
Coa =N) H) EE 


_ ar ha 
,| 
(4) 


(5) 


例 5-6 “相同 的 三 直 杆 4 了、BC、CD 由 饮 链 连接 成 一 直 


+ 294 ° 


-— —— 
— r rer- — 


: 线 ， 并 从 水 平复 置 下 落 到 一 支 座 上 如 图 示 。 设 到 达 支 挛 时 的 
速度 为 2， 并 假定 磁 擅 是 塑性 的 ( 即 磁 后 不 离开 )。 REEE 
ATHARE, EREN RD RNN., x 


例 5-6 图 一 


[ 解 ] 系统 作 平 而 运动 ， 有 五 个 自由 度 。 间 题 所 求 的 是 

二 个 杆 的 角速度 ， RABIES, y, 三 杆 转角 9, Oa, 

OIV LEER. BRANAR E RAEE. x 
每 杆 质量 为 m， 系统 动能 为 x 


四 we+LG ti), — s. 
v= kaa +6:) ES 

E ; O 
Timpa Lg,+6, +I +£ Le, 

! 二 26 二 6) +m]? CEREYAN | 2 
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T 


7 Ea 
ar Sml titt PEYRE a 
十 Lö, + 26 .十 DL | 
T 
y Mt y+] yt Heta 
2°, x 
' (ó, +26, tål am L Pa, 
IT o G) 
g, r ranta 
“(6, Wa aa Spo 
ne 有 an 


96, 


S ` 


' ml?0, 
BAREN, ESPAN tax 因此 广义 反 冲 

r ¿j 
ro I=], Io =I, =I s, =0 | (4) 
打击 运动 方程 (5.12) 给 出 C 5 S r s 


(FE) a GE) =. 
G)... a (7),. so 1， 2 引 
注意 到 ， RAT. = Ku w. 
(O) =, aino (6i) n0 (6) ,0=0 (6) 
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而 碰撞 后 ， 有 


(i)i -4 一 0 | | (7) 
将 (3)、《4)、(6) 和 (7) 代 入 方程 (5)， 得 到 
(Gt 2st a6 ), ,sm Ma 
ml (156 +Ó, +—Ó,) -mio=0 (9) 
121 4 ° 4 ° t=48 | > 
fa a a L lla). SS nao y 
mi cuu 3 02T r) , z miu =0 | (10) 


m1? (9 +Ó +Ó) nás — mlv= =0 (11) 


由 方程 (9) 一 (11)， 可 解 出 (61) 144， REN Oa) = 44: 


12 
(ó, Jesa =i T f | 
(62) 4144 = GT | Ko 


. 3 . 
(Óx) na =T | 


而 将 (12) 代 入 (8)， 可 确定 支 座 的 反 冲 量 T 
了 一 amu (13) 
下 面 求 碰撞 后 的 动能 损失 。 将 (7) 和 (12) 代 入 (2)， 得 磁 
挤 后 动能 


12 I 
(T) ,=4⁄ = mu° (14) 


因此 ， 动 能 的 损失 为 
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POT =b mt lm 


例 5 一 7 BA FÉ AB. BO, | | 
IB m Mm, , 长 为 a 和 &， | B H z $ . 4a O 
地 饺 接 于 B， 并 可 绕 园 定点 4 转 “ 
动 。 FRN, AB 是 水 平 而 BC 是 . 
REH. RE, WEC 被 车 放 ， 则 
离 杆 BC 的 端点 为 3b 处 的 点 如 和 
初始 路 径 可 由 方程 

| y? =—60( 1 
来 表示 。 


[证 明 ] Woi, 0a YLA, T Bs 
标 如 图 。 系统 的 动能 为 


ama) abi | 


| 1 x | 

+m [a9]; + ps68+ abhibrsin( 9, 02)] i 

势能 为 
了 =—-ymugasin0 =m, glasno, +--bcos0,) 


HEBA 日 方程 给 出 


| (Lm, + ms )a 201 t imati, in (0 0, )— 


- 28. - 


1 . | VAS 
mamelon (gtm) gaeosg， 


2 
` (1) 
-ab j, +- Lm absin(o 0a) 
amato 0) 
Fa _ 1 | 


因 1==0， 0, =0, =ó, =, =0, Pz 
0, tt At +C HDi Gy 


; Í. 


0, = 6, at? ABEBI 后 十 万 十。 € 4 人 


sin@;=0, , 050: ~] = i> (901-0) 0 0 
cos(0,— p09) o (sy 


将 (3)、 (4) 和 (5) 代 入 方程 (1) 和 (2)， 得 x 
(m+a.)eGureanfioni+ncan ia 


十 30 万 :十 …) 
十 -Ja ab (0; o T6.A,+t+ 12B,t* + e) 


. |: gr 一 Gt A 
+B =B SE O 


—3m2ab (Oroit 34t? HAB He)? 
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, | | |! _ b9 °. ， 
1 
= (+m. +m )ga l -+G P+ At +. .) | 
"i 2 Oy. 5 : | oÀ i `G6y 
-map (Oro 6 Atth WLC + 30D, tt.) 


+m, abC Oro +64, UB Ct, tHe =) 


E (91 0—8: t+ CEDE, a] 


-pa 
Cie 


++ mÚ|ab( ott34 e+ 全 Ht s fi _ 1 
2. 


: Get 
mamala Litta, Pamite”) Tay 
! 分 别 对 (6) 和 (7) 比 加 的 南 交 每 P: = . 
才 (3 m, 十 mode (nm jos I | 
| —-m,b20, = 0 ea rot 


z! : [+m m, Jed, atb y ` 4. 
2mb? A; 一 0 . o 


' | | 
12. [ym tm) - Upto C; 一 gao) 


mb ¿=Q 
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4m20282 十 -mazo8bio 一 O34) O10 
] n .. . °° 
. 十 了 ta 好 0 一 一 二 mag062 
£, (Bmitm) 20a2C, +-Lm,ab[3 A, (01, 


— 0:0) +0, (A, —A,)] —3m;abÀ,0, a =0 


Smbe, + 3mab[O1o GA — As)+ 34, 
. (bio — B20)1+ Smaob4 Ö1o=— -mgb 

t: I (+ m Tm,)a*? - 30D,+ mzab[ G20(B1—B:) 
HbA A= A,)+6B: Sio 一 go 

—gmob(844 +8808) 一 一 襄 ( 坟 mi +m, )oc5i ; 

10m,b? D, + s m,ab[ 0， ,(B1— Bi) +0A1( 41— As) 

+6B, (010— 6 20)] 
tint aan 


| OMS U 


9 = 3g(m,--2m,). 2. =ñ A =R — | 
Oio Zalm, F3m,) ° 0, | =0, Ái 1= AÁ? 
=C, =C,=0, | 
"301 <` 


p _ _. a | solm, Sm 
5.2. b 2a(m1 + 3m;) 


,= 30m1g [m tama) ]* 
2 640b? (mi + 3m, ) 2a(m, +3m3) 


3g(m, 十 21m,) i 
94oC00 Fom) TO ~ GY 


g, = — 33 ork ME 
° 16b |2a(m, F3m,) 


_ mag _ | gg(m, +m; ] e 
640b? (m, +3m,) 2a(m, F 3m) d 


| +O) | l a E E (9Y 


现在 求 处 的 初始 路 径 ， 令 D 的 坐标 为 x， y, 考 虑 到 . 
KONC), 则 


xX 二 6G 一 qC080 1 十 一 2.6sing 了 TRE a0? 


_99°m,(m;+2m;)? 
 1280ab(m, F 3m,)? HHO) Q0): 


2 o d 


由 (10) 和 (11) 去 掉 高 次 项 ， 近 似 地 有 


2M, 


=—60( I+ )abx | oo Q2} 
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杆 的 运动 微分 方程 。 


例 5-8 长 21 的 勾 质 村 4B 的 ~ 端 B. ` 

可 以 清 锅 垂 的 转动 轴 上 下 运动 ， 另 一 W 

.4 以 长 21 的 软 绳 与 轴 上 o 点 相 连 如 图 < 

示 。 
(1) MOSEA LEIR, 列 写 4B 


(2) 用 方程 (5 .15) 列 写 4B 杆 的 相 
对 运动 微分 方程 。 

[ 解 ] G) 首先 列 写 AB 杆 的 动能 ` 
(绝对 运动 )。 任 取 微 元 dm， 离 B 为 和 
K; SI: F 12392] 

y! =rsin0, z '=(41—r)cos0_ s 
于 是 例 5-8 图 

- g ' =rÓcos 0, bing 
- 微 元 的 速度 平方 为 . W: 
v= /十 32 7 十 r29D2gsin20 一 r262cog20 — ` ` 
本 +(4/—r)*ó? sin 1an? ?sin: ° 
， 杆 的 动能 为 


B Y 


23 _ SO 
yalla =+ |. [r'órcosto+(41—ryiótaht8 
十 rzgp?sin*g]-5rdr 
o l n12 f 3 t L. 62 2 4 Dain? l 
一 本 ml (Zot tebtantat i psina) (1) 


其 次 ， 计 算 广 义 力 。 重 力 mg 的 元 功 为 

mg6ó[ 3lcos0] = — 3mglsin060 

HERLAH 
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Q, = —3mglsiñ 6, QB +. 3 “` `f 2) 
最 后 ， 列 写 杆 的 绝对 渤 动 禾 分 方程 。 RPN 


da ol d al _aT 


将 (1) 和 (2) 代 入 (3), 838. a “° 
ml: ($0+ 8bsgin*g) 十 gmla6ssingcosb | E 
-4 ml? p? sin gtoséó = — 3mglsino (4) 
d A mi osmti a. x 
E ml? gsin zj= 0 


(2) 为 列 写 相对 运动 方程 ,我 们 按 (5. yw, Qes. 
Te Qš, VIRY”, 
系统 相 戏 运动 动能 


Tr=-L + 于 二 全 机 90 十 groo; 0) 


(5 ) 
| yml V OXV e “To=0 = (6) 


pa joii. é ` TR 
下 E x 
ta pk! 
对 0 的 惯量 张 量 写成 并 矢 形 式 
"304，: 


(sy 


rr 


9. =J] iit =J ij -J aik =J a jt i 
+J,,J'j'— J, | j'h'— J | RkR'i'—J,, k'j' 
十 JJ。 除开， | x x 
.容易 计算 得 


4 À: 6 
J s s = z = ml°sin°0, J2 =-= m]? cos*0 
` i 1 | | 
J, = die = J, a= Ü , : J Í| =-yml* sing cosg 


-村 是 
ze 一 一 二 (一 9 ) + (miscos?0j'j’ 
4 | 2 | i TE a 1: . „4 9 _ A Ç ) sF 
— ml? sn0cos8j' R' ~ ml? sindak, j 
+ Sml?sin*ok'k!). ( —Pk') 
2 aotan? PENE 
一 一 本 mil“ 9 ° sin“ 0 ( 9 ) 


下 面 计算 Ts 和 QS。 我们 有 


N 
x, r’ 
8 一 一 y m (2@ Xr)? 9 
įj=1 


=—|(~29k’)x [rócos0j' — (4I—r)ósin@k”' ] 


° [rcos0j' — (41— r)sin0k'1dm= 0 (19) ` 
Q= Y (xm) 97t 一 0 (11) 
l O .. 
(=1 i "U ， 
. 305 °, 


现 将 (5)、(6)、(《7).(9).(10) 和 (11) 代 入 方程 (5 .15)， 
r: ml? 0 + 8ml?0sin?0 + 8ml? 02 sin0cos@ 


= m]? p*sin6cosa— 3mglsin0 12) 
例 5-9 ”一重 物 可 绕 过 o 点 的 水 平 办 


转动 ， 同 时 此 水 平 轴 又 以 匀 角 速度 o 绕 
AV 3 Š 转动 ， 如 图 示 。 设 重 物 对 于 过 
o 的 三 个 主轴 ox' ，oy' ，oz/' 的 转动 惯 
量 为 4、B、C， 重 物 的 质心 C 与 o 的 距 
离 为 1。 试 确定 重 物 的 相对 平衡 位 置 H- 
讨论 其 稳定 性 。 :+ 
[ 解 1 取 0 为 广义 坐标 , 方程 

(5 .22) 给 出 . x 


例 5-9 图 (VV tr)=0 (1) 
设 重 物质 量 为 m， 我 们 有 
= —mglicos0 (2 
因 点 0 固定 ， 故 


x 一 0 3 
PERV”. RNA | 


ye=-L 0.0. O _ 
=—-L(esin0gj' +ecos9k') ° (Ati + Bj j” 
+Ck'k') ° (osingj' +ocos0k') 
+ 306 . 


=— @*( Bsin* 0 Ccost 0) | (4) ` 
将 (2) 、(3) 和 (4) 代 入 (1)， 得 到 x 
sinô img! +(C—B)o* cos0 ]= 0 (5) 
由 此 可 确定 相对 平衡 位 置 。 
当 gin9 一 0 时 , 有 x 
0= 0, 0=7 | (6) 
Xmgl+(C—B)o? cos0= 0 BF, Æ 
ob Ces 
-PẸ I 
@=arc cos B oyat (7) E 
此 平衡 位 置 仅 当 
| ( B— C)e*>mglsR(B—C)e*<—mgl 
RY, 
| TEERANTARIEOET REDEN, 我 们 有 


(V+V°+Ve)= =sinp[( B—C)o* sin] 
++ oos0[mgl + (C—.B)o*cos6] .. 
 =(B—C)oš*sin° 0 + cos0 [mgl + (C — B)o*tecos0] (8) 
(1) 平衡 位 置 0= 0 的 稳定 性 
此 时 ， | 有 


Dr -93(V +V +V®) | o =mgl+(C— B )@* 


T 


1。 当 C>>B 时 ， 不 论 为 何 值 ，-955( 矿 十 "十 7 ) | e 
之 0 ， 即 9 一 0 这 一 相对 平衡 位 置 是 乔 定 的 。 | 


° 307 ° 


2° 当 C<B 时 ,如果 @”<<mgl/(8 一 C), WZ KFT 


值 为 正 ，0=0 是 稳定 的 ; 如 果 oz>mg1/(B 一 C)， 则 二 次 、 


数值 为 负 ，6=0 是 不 稳定 的 ， 如 果 @2? 一 mg1](B 一 C)， nig 
PENRE 当 0?=mgl/(B8 一 C) 时 ， (8) 式 可 写成 


(人 —C)e* (eos0—oos20) 


E 
于 是 ， 有 


(VtV I tre) (BC)o:(— sing+2sin20) 


t 25 | | 
ag5 V +Y ° = 0 


2 (十 re 十 ro) 一 (B 一 C)ox( 一 -0080 4490820) 


2 veye) | =3(B—C)o?>0 E 
0 = 0 . : 


因此 ,在 此 临界 状态 下 ，b6 二 0 这 一 位 署 也 是 稳定 的 ， 
a 平衡 位 置 6 一 5 的 稳定 性 。 此 时 , 有 
(U+V°+V°) |. =(C—B)e* —mgl 


i 


仅 当 C>>B， 0?>mgl/(C-—B) 时 , 这 一 相对 平衡 位 置 才 是 
稳定 的 。 


(3) 平衡 位 置 6 = —arccosr2— yes savia. 当 B> C 


时 ，(B 一 C)o?>mgl， 此 时 0<91<#/3; 耐 当 B<C 时 ， 
(C—B)o?>mgl, KBjr/2<0, <2. 而 由 (9)， 和 


| 2 
br (+V°+V°)| =(B—C)e*sin28 


. %08- 


当 有 >>C 时 ， 二 次 导数 为 正 ， 当 B<C 时 ， 二 次 导数 为 负 。 因 
È, WREE o 与 之 间 存 在 一 个 相对 壮 衡 位 置 ， 那 么 0> 
扩 /2 时 是 不 稳定 的 0<x/2 时 是 稳定 的 。 
. 5-10 物理 摆 是 个 质量 为 放 长 为 
H, BWP 流出 液体 的 细 管 。 管 站 
液体 质量 按 规律 m(t)= ph(t)3 化， 式 
中 h(t) 是 液 柱 高 度 。 候 设 流动 部 分 液体 
无 肯 力 地 在 均匀 重力 场 中 运动 ， 试 列 写 
管 的 运动 微分 方程 。 
S EL Ro 为 广义 坐标 ， 利 用 普通 
导数 表示 的 方程 (5-28)。 因 质量 仅 依赖 
于 了 时间， 而 不 依赖 于 坐标 和 ERE, O 0 、 


《5-28) 给 出 | asal . 
d 3T 
dt 和 _ ar ;i . Ors 
IP 
(1) 
今 计算 方程 (1) 中 各 项 。 
管 的 动能 为 
T, = K Mt" | S | ( > ) 
= r= 5f rpspdr= -L Ph es jpe + 
系统 动能 为 : 


T=T, +T :一 z 村 MY + ph (e= "a 
+j 0) 
再 求 广义 力 Qw。 它 的 虚 功 等 于 管 的 重力 /0 及 液体 特力 的 上 
2, B 


ose oaio) nool be | 


Q, =—Mg sinp— -mg (一 — )sing (4) 


最 后 计算 广义 反 推 力 。 我 人 有 


P,= Zm: (tt + T,) ° Ts = mh r ° Or, 


r=lcospi + [sing g] 
r= —Ipsingi+l pcosoi); 
T x 
 P,=ml* o= phl2g (5) 
将 (3)、(4) 和 和 (5) 代入 方程 (1)， 得 到 


{tue p+er(i -i+ E) 9] 
一 Pj1292 一 Mg t sinp- mg(1— + )sing (e) 


+ 310 ° 


一 ,一 — = - - -= -ar + 


Wr 


”为 的 孔 4 喷 出 。 随 着 燃料 不 断 烧 挤 ， 


. 在 4 孔 处 进行 ， 火 箭 壳 体质 量 等 于 M ， 


例 5-11 火箭 燃烧 室 是 一 半径 为 R、 高 为 ho 的 图 柱 ， 装 
满 了 密度 为 p 的 均 质 固体 燃料 。 燃 料 燃 
烧 时 所 形成 的 气体 经 过 圆柱 端面 上 半径 


< 


— 
| i 
' `, 


专门 装置 将 药 柱 推 向 出 口 ， 使 燃烧 直接 


wa 


通过 4 孔 的 气体 密度 可 认为 是 常量 ， 
等 于 Po。 不 计 空 气 阻力 ， 如 果 药 柱 高 度 


SSSSST— h> 


NANAR 
Kw 


NNS 


在 其 燃烧 时 按 规 # h= RAE, BRA ， 
写 火 篆 铅 垂 运动 的 微分 方程 。 
[ 解 ] 设 火箭 向 上 速度 为 二 ， 则 燃 
料 速度 为 +h. 系统 的 动能 为 例 5-11 图 
| T= Mirt Tm(t) (s+h): (1) 


其 中 1 改 为 壳 体 质量 ， 和 ui( 人 为 燃料 质量 ， 设 气体 喷 出 时 相对 者 
体 的 速度 为 五 ， 方 向 向 下 ， 则 


~ Porr’y=— pr Rh . . (2) 
相对 分 元 速度 为 十 亡 ， 到 推力 为 o 
ys CO (3) 
而 广义 力 为 | | E 
Q.,=—Ma—m(Dg (4) 
变质 量 系统 的 运动 方程 (5-24) 给 出 
Dr 到 -Qt (5) 


将 (1),，(3) 和 (4) 代 入 方程 (5)， 得 到 
 Mz2+m(t)(2+ h)= —m(u+ b )— Mg 一 m(t)g 
( 6> 
. 311 ` 


期中， 
PR mb) PER’ (7) 
DRAEI SARNIN BL 536), 亦 可 得 到 同样 
的 结果 。 实际 上 ， 方 穆 (5.26) 给 出 | 
x rn AT — =Qrtoz | ( 8) 
xa ne 
x @:=m(#—4a) — ° (9) 
将 (1)、(4) 和 (9) 代 入 (8)， 便 得 方程 (6). 
例 5-12 ” 试 计 算 二 自由 度 系统 下 ,. 


| qzqgi 十 ERRE Hardita zot 
. 2g} ggi= ) | 
aqe + — l agat 2q,$ $, — Lat | 
—20}— q0 = 
HARHA. Ea D 
[ 解 ] 用 Santilli 方法 3488; r: 


An =q, Ar = Qa, Ba qo ` < d 
zE igit: TT] E 
A= 了 了 d192， damgl, BaH 2t: .| | 


qd -oo 
' .. <: o L ü" . : 5 i 


EE 


首先 构造 六 ， H (5-48 pÉ M, o 
konf ar erasa fien] 


d tå JRI Fonds jart, Re 


+Š | f aarjane- (aa a? 


| +g: ga dataa) (2) 
其 次 ， 按 (32463) 计 滤 Z4j、 我 们 有 
Bı 05; 
215 3 DÅ ): Hdi -一 入 分) | 


= lq, — q iy) — 3 ges 


(nt 十 293da 一 a b + 244a: ) 


Z =Z =,= 0 
Fæ, 再 《5-44) 得 CO Sar 
D ,=D,;=0 ( 3) 
最 后 ， 按 (5-47) 计 算 W， 我们 有 ，. ;;. 


w =p: p, — Kya 2. K ar" lae 2: K c: 


ðB: L 
TUMI, at: gs+ x 1291 sara u 


一 二 > Qfil- nå? ajii RREA 


. F13 。 


=— qt, + 十 298 十 qq o ( 4 P 


2; 
w,=2D:_ p, -2K 43 Kal aK 


ot ðq: 24:91 0.941 
| 1 9B _ rN | | 
+ 人 9: AG 


=—2gq l 9; + Lati +2g1-raa 1 š 
N . z I > i S ` E t p ` N oi E S 
一 好 ga — T9191 fgit tn 


tea - (5) 


将 44) 和 (5 ) 代 入 (5-45 )， 


c= | 外 Tg q, 十 ,an rna) dr ` 
+f Creat 4; 十 34 +° q: qi t Jaar 


31 二 
Ab 


=al attal taai ) ` _ l (6) 


r 


将 (2)、 (3) 和 (6) 代 入 (5-42)， APERAR EN 
L=K-+D:4 (+ DC 
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=+[ qz: q3 Tg qI 9, +430 J 


1 ay l 
+3(attattalal) (7) 


三 、 习 题 


5-1 质量 为 加 、 长 为 ! 的 习 质 村 4， 一 问 刀 以 长 ! 附 软 绳 
0B 拉 住 ， 男 一 端 4 沿 光 滑 水 平 轨道 运动 。 当 其 平衡 时 ,08B 
在 铅 垂 位 置 ， 而 AB 在 水 平 位 置 。 试 用 多 余 坐 标 法 求 其 作 微 


Fa 
5-2 习 质 村 4B 用 长 MLA A, O,B 挂 起 如 图 


示 。 平 衡 时 ， 软 绳 都 在 铝 垂 位 置 。 试 用 多 余 坐 标 法 求 其 微 振 
动 的 周期 。 o 


| | I Jati jg 


(o: | 

: 
| 

| 


Tepis Ta ye -E pear — ae M 


5-3 — WH EW, ROSA kart 表 为 2 二 
ap, p=b, Hia, b 83k. EEH mbi | SY MRE RH Pi 
滑动 ， 受 到 原点 的 引力 作 册 ， 引 为 术 小 与 距离 成 比例 ， 比 例 
系数 为 hk。 试 用 多 余 坐 标 法 确定 小 珠 的 运动 以 及 线 的 反 力 的 = 


ZV Et. 


+7 E, 


管 ， 运动 规律 为 2 二 Asih(wt 十 p)， HHA, BEK, 
k G 


m | a? + 


t= 而 约束 原 力 分 量 为 NV A , 


“N =b.) Nh z. 


5-4 一 质点 在 重力 作用 下 由 光滑 球面 顶点 功 上 地 ,开始 
向 下 运动 。 .试用 多 余 坐 标 法 证 明 ， 当 cos6= 2/3 时 ， 质 点 离 
FRH, 其 中 9 为 铀 重 真 径 和 通过 质点 的 球面 法 线 间 的 夹 
角 ， 

5-5 半径 为 a、 庆生 为 的 实 曾 往 入 在 半 入 为 7 的 加 入 
刀 的 项 点。 两 圆柱 的 轴 彼 此 平行 并 是 水 平 的， 圆柱 4 由 平衡 
了 无 滑动 地 滚动 。 利 用 多 余 坐 标 法 确定 维 
束 友 力 N,，N5， 并 求 两 圆柱 分 离 时 的 位 置 9,， 其 中 ”为 两 
柱 心 距离 ， ma 038 S8 RB 36 48. 


E Ne= mo mgg 一 mg, N,=— mgsing, 


y=cos- 人 站 x 
5-6 一 质量 为 m 的 质点 忆 在 指向 定点 O, TETO 
力 件 骨 下 治平 面 运动 ' rr 5 OI ARRAT ERARA 
广义 坐标 ,gi 二 7， dz 一 0， 取 准 速度 为 @ |= 二， o= À, 其 
中 4 一 r?6/ 2 为 线 OP 单位 时 间 扫 过 的 面积 。 试 接 公 式 (5-4) 计 
"$16。 


算 74:(m,k 二 1,2)， 并 建立 准 坐 标 下 的 方程 (5-3 )。 
B h= Z, yh =— =, Rhyk,=0, WERF 


r 


| _ 402 _ d (4mo, 
的 方程 为 m@ ,一 P£. = fe), riw: 


r 


EGL 一 0， 返 回 到 极 坐标 表示 为 mm 了 
-mA fr), A=0. 


5-7 BEJE ERR RME RIVA LBR = x, gq, = 
y, q =0, Qi=X, q= Pı, q = Pa, q;=0,;, q =90 3 
确定 ， 取 准 速度 如 下 ， 
0 i= £cos(0+X)+ #sin(0+ X) 
O, = x 
Q = —zsin(g-+)+#cos(0-+-) 
Q = — xsin0 +¿cos0 — 16 
中 5 一 Xc0s6 十 gsinb 一 06 一 r9， 
os 一 xcosb 十 gsing 十 a6 一 ra 
Q s= 5e8(0+2)-F9sin(0+X)—c(6+Ë)— ripa 
Qs == xcos(0+X)+$8šsin(0+Z)+c(Ó+Z)—r2 p, 
TPP 22 S == FRTE Ey, 。 


=— y7, =1(r=7,8,1,2) 
5-8 ”如 果 准 巡 度 与 广义 速度 相互 表示 为 非 线性 关系 4 
=P;(qr ©, t), O= tlr, $r), AMKA 但 一 一 拉 格 
BH H MUE FH BE AE T R H Jy 
d aT* NIT” A d Ipe _2%, Er 
dt JO; W 


dł AÑ p dqr JO g OTs 
. .. = p? 
其 由 | ey a y 
T (qr, Og, n= CERE (a, D hs t), 2E 
* 一 2P, l TA g . 
P% $o: n LOP jar” Fe LEII I 
5-9 ”半径 为 R, REK mh s gt POHARA c 的 
ARHEAME, AAT 


圆 盘 可 沿 固 定 寻 轨 无 滑动 地 滚动 ， 而 且 滚 
动 摩擦 力 偶 司 等 于 &。 开 始 时 圆 盘 处 于 静止 ， 并 且 弹 质 变形 
等 于 x,。 问 过 了 时 间 = nz /bm/o S S eJ ee se? 


annae (ca) 
5-10 放 在 粘性 液体 中 的 振子 运动 用 方程 
| m+ P 2+ cx= 0 
来 描述 ， 在 振子 运动 时 ， 求 使 等 式 


|. 318 ° 


成 立 药 正定 函数 (xz,2)。 
千 ， 求 待定 系数 的 z，# 一 次 型 的 一 类 函数 刻 


z=" m’ y2 2mce+ B° | 
= gtt ys a 


5-11 BA8848ABRIBC, BHK? 2a; 光滑 地 在 妃 饼 
搂 并 成 直角 地 放 在 水 平 桌面 上 。 一 冲 量 作用 在 AB 的 中 点 并 
且 两 丁 象 刚体 一 样 地 开始 运动 。 试 确定 冲 量 的 方向 ， 并 证 明 
4,C 的 速度 之 比 为 1 : 1 x 

ER: * BB (2,10 EE, p, HIN 
EHE, 3t26= p, 
5-12 长 21 的 均 质 棒 以 委 家 于 其 自身 的 速度 J 在 图 示 平 
面 内 移动 。 此 棒 与 支点 4 相 碰 于 距 棱 端 !/2 处 。 设 碰撞 为 非 弹 
性 的 ( 即 磁 后 不 离开 )， 求 磁 后 棒 的 角速度 及 质心 的 速度 


题 5-11 图 | 题 5~12 图 


5-13 ”由 四 根 相 同 的 直 杆 铵 接 成 一 凌 形 放 在 水 平面 上 , 
并 在 顶点 4 作用 一 沿 着 对 角 线 4C 的 水 平 冲 量 I 如 图 示 。 设 冲 
击 后 C 点 保持 不 动 ， 求 角 09、 


“319。 


al 
G 0= sin 1 -一 一 35 16， 
OR sf 3 


5-14 HATE AOO ETOUR TER EER AET 
上 绕 通 过 其 对 角 线 交点 EE KiE RA AEE oo 转动 如 图 
示 。 求 将 其 中 一 杆 AB 的 中 点 对 固定 时 各 杆 的 角速度 。 


w | _ 9 
+: op 一 Oop 一 00，080 一 04p 一 ra 


题 5-13 图 | s 5—1 4 EI 


5-15 三根 相同 的 直 杆 4B，BC 和 CD 铵 接 后 放 在 桌面 
上 ， 并 在 其 一 端 4 作用 一 与 杆 牌 直 的 水 平 冲 量 工 如 图 示 。 求 
A ,B,C 和 DD 四 ARER, 


az= 


+ 320- 


. (速记 向 下 为 正 ) 

5— 16 质量 都 是 :m 的 三 根 均 质 刚性 村 04,AB, BC, A 
点 和 8B 点 为 锐 接 点 ， 挂 在 固定 点 O， 它 们 在 重力 作用 下 处 于 
平 稀 状态 。 今 在 杆 4B 上 作用 一 冲击 力 偶 ， 其 冲 量 矩 为 工 , 方 
RT AB. 证 明 打击 后 系统 的 初始 动能 为 57L?/(26ml? ), 
其 中 为 杆 4B 的 长 度 . 

5-17 三 根 等 长 度 的 均 质 杆 AB, BC, cD. BER IE. 
方形 的 三 边 ， 放 在 光滑 水 平面 上 上，A 端 国定 。 PE D AER 
一 4D 方向 的 冲 量 , 试 证 三 杆 的 初始 角速度 大 小 之 比 为 1 : 
11 

5-18 均 质 杆 重 P， 长 21， 其 两 端 悬 于 长 为 尺 的 二 平行 
强 上 ， 此 时 棒 处 王 水 平 位 置 ， 如 其 中 一 根 绳子 断 了 ， 求 在 此 
瞬时 杆 的 初始 角 加 速度 及 杆 心 C 的 初始 加 速度 。 


Z, 2 =0, 02 = ” ° 


| i His tT x 本 ” 题 5-18 图 Sa 
5419 .一 质量 为 m ,长 为 20 的 主子 可 月 HEARR; EE 
. 321 > 


端 转 动 ,开始 时 与 铝 牌 线 成 z/6 角 。 另 一 杆 质量 为 ms 长 为 29， 
光滑 地 匀 搂 于 前 一 丁 的 下 端 ， 开 始 时 在 水 平 位 置 并 与 前 一 杆 
成 2r/3 角 。 试 证 ， 如 果 低 杆 中 心 开始 在 与 铅 垂 线 成 +/6 角 运 
动 时 ， JÉZ3m = 14m,. | 

5-20 长 为 /的 无 重 杆 的 0 端 与 以 匀 角速度 o 转动 的 轴 饮 
$. 点 质量 MERKA — Y. 试 证 ， 对 此 问题 ; 方程 (5-21 ) 
右 端 带 @ 的 项 为 零 ， 六 建立 相对 运动 的 微分 方程: 

5-21 #FAB na 22 R G 角 ， 以 匀 角 速度 o 绕 铅 垂 轴 
olos 转动 .质量 为 m 的 小 重 圆 环 用 刚度 为 c 的 弹簧 与 杆 的 男 
定 端 4 联结 ， 可 在 杆 上 无 摩擦 地 运动 ， 而 弹 赞 的 长 度 在 未 变 
形状 态 下 等 于 1 SAPA ua. 

mgcosa ©? [sin ° a 
: 45 = 上 十 一 x — a | 
espO2Sin2m. ` 


omo?sin*a 时 稳定 ， 当 c 二 mn@%? sinta 时 不 稳定 。 


题 5-20 图 . Ea 显 5-21 图 … : E 
5-22 直角 架 4BC 以 匀 角 速度 @=wWg71AC4w 3) 绕 铅 
垂 轴 -4 刀 转动 。 在 点 C 上 有 无 重 杆 CM 与 直角 架 饼 链 连结 ,村 的 
为 一 端 带 有 质量 为 m 的 重 物 ， 桂 CM 的 长 度 比 直角 边 8C 的 长 


* 322 ° 


度 大 一 倍 。 试 证 ， 9 一 和 7/6 是 aag 的 相对 平衡 位 置 
5—23 Jis UTRAN e= BR, 并 以 匀 角 - 


AoAo RAKERA. RALA PA EE 

究 其 稳定 性 。 四 

roto < gb, PER 平衡 位 置 是 (0 b), 不 稳 
HTAA 2 

wo 2 > gb 时 ， a ass 


ag 


EGE AH -ota HE 不 稳定 的 平衡 位 置 
a(o, tb). ` 


rA 5—22 加 Ea M523 


5-24 kamin KES haya x? = 2p 形状 的 
光滑 低 属 丝 上 滑动 ， “kika Waaa Au 试 . 
小 来 的 相对 平衡 位 置 并 研究 其 移 定 本 

< T AWtR x— ko: p— oni RE, 请 在 oz p> g 
时 是 不 稳定 的 。 当 @2z p 一 9 时 ， 小 丈 的 任何 位 置 都 是 不 稳定 


平衡 位 置 。 x u x 

”5-25 离心 调 速 器 由 一 个 质量 为 2m 的 套 简 C， 两 个 质量 
同 为 mm 的 小 球 4 和 8B， 以 及 四 根 长 度 为 ! 的 彼此 铵 接 的 轻 直 杆 
组 成 。 设 调 速 器 的 角速度 o 为 常量 ， 不 计 摩 控 。 求 相对 平衡 
时 杆 与 转动 轴 之 间 的 夹 角 a， 并 求 在 稳定 平衡 位 置 附近 微 振 
动 的 周期 。 E . 


管 ， 当 o< Es. 平衡 位 置 为 % 一 0， Rj wo 


f/m | Bey arcos [ 38 ). 


om /31 一 360 
RAA T= o Roso 


0-26 一 均 质 村 4 有 8， 长 为 22， 质 量 为 mm， 两 端 4 和 有 如 分 
别 沿 一 框架 的 坚 直 杜 和 水 平 杆 无 摩擦 地 滑动 ， 框架 以 等 角 速 
Bo SER E aries, 求 杆 相对 于 框架 的 运动 微分 方程 和 相 


题 5-26 图 


-对 平 痪 位 置 . 
| Oi 管 : g — o? sing cosp — “E sing=0 | 


x 平衡 位 置 6 一 0( 不 稳定 的 )， 

5-27 质量 为 m， 长 为 1 的 均 质 杆 4B， 其 一 端 4 可 沿 竖 
直 轴 oz 滑动 ， 另 一 端 8 可 沿 水 平 轴 ox 滑 动 ， 而 0x 轴 以 匀 角 速 
@ 绕 0z 轴 转动 。B 端 与 弹簧 BC 相连 ，C 端 固定 在 ox 轴 上 。 当 
ca 一 0 时 ， 弹 筑 为 原 长 。 弹 簧 的 刚度 系数 为 &， 不 计 摩 氛 ， 上 且 
0<a<7z/2。 求 杆 的 相对 平衡 位 置 并 分 析 其 稳定 性 ， 再 求 村 
APERET ADERE, 


4 k> 5 AtS grer 时 有 两 个 平衡 位 置 ， a=0 
”是 稳定 的 ， 另 一 个 是 不 稳定 的 ， 当 kama +— 


s mos, 只 有 一 让 不 和 证 的 平 壬 位置 5 一 9， 让 Ep 
平衡 位 置 附近 的 微 振动 周期 为 
— 2ml 
u “| SI miot —3mg. 


5-28 一 半 色 为 r, 质量 为 m 的 均 质 薄 圆 盘 ， 在 其 中 心 

0 与 一 长 1, 质量 可 以 不 计 的 直 杆 垂直 地 刚性 联结 ， 并 可 绕 通 

过 村 的 为 一 端 4 的 水 平 轴 x 作 定 轴 转 动 。 求 当 水 平 轴 x 绕 锅 垂 

jH 以 匀 角 速度 o 转动 时 ， 回 盘 的 相对 平衡 位 置 并 讨论 其 
稳定 性 ， 

5-29 ”在 绕 铅 垂 轴 以 勾 角 速度 O 转动 的 框架 内 有 一 可 

以 绕 y 轴 转动 的 长 方形 匀 质 薄板 ABCD, 求 薄板 在 其 稳定 的 

相对 平衡 位 置 附近 所 作 微 振动 的 周期 。 | 


e T= . 
Q sin a . 


5-30 一 质量 为 mi RACAR AE 
垂 轴 BC 匀速 转动 的 光滑 圆 环 上 ， 并 用 弹簧 与 B 点 相连 如 图 
示 。 设 圆 环 的 半径 为 *， 角 速度 为 ,弹簧 的 刚度 系数 为 R， 


EKA L, l <2r, 试 讨论 小 球 在 最 低位 置 上 稳定 的 条 件 ， 
k(2r—lo) 


2mr 


pR os £ — 


Pa; 在 方程 (5i 21) 中 ， RRA O A, 1 Q = 
， 则 有 积分 x 


Y am, ,Lr Los Y mett- hs 


其 中 了 ,一 了 了 ,一斑 ， 试 证 明之 ， 

5-32 变质 量 单 摆 在 阻力 与 速度 成 正比 的 介质 中 运动 。 
摆 的 质量 由 于 质点 的 离散 按 规 律 m 一 m(1i 变 化 ， 且 离散 微粒 
的 相对 速度 等 于 零 。 已 知 摆 长 为 !， 阻 力 R= 二 p p, REKA 
动 微分 方程 。 E 

管 ,9 十 T s + 人 

5-33 REA s. 质量 为 ms 的 图 柱 形 伴 位 于 GiB ka = 
罗 ox 上 。 在 压缩 弹 仁 作用 下 活塞 4 通过 面积 为 s 55 TL DE ss 
度 为 2 的 液体 挤 出 去 ， 求 简 的 运动 微分 方程 已 知 活塞 的 运 
双规 征 为 [= KD), 


=0 


Er mott mA 1) = — h Cu — 一 人 


其 中 y= Sg 
P So . Sọ 


m= -os I 
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5-34 CERRAR EARE, RAK 
平 道 的 入 口 吸 入 水 并 且 在 相反 的 方向 将 水 喷 出 。 入 口 处 水 的 
相对 速度 为 &， 入 口 面积 为 sS， 出 口 面积 为 s/n。 船 和 其 中 的 
水 的 质量 为 m。 如 果 记 为 船 受 与 速度 平方 成 正比 的 阻力 的 作 
用 , 政 = 一 kv?， 求 船 从 速度 vo 到 v1 的 急速 行驶 的 时 间 ， 
x E. 方程 为 
m SP = ky? — Psn? + Psna?, 解 为 了 一 = 过 1a 


2 
po, 1 pvo), afko 
p 为 水 的 密度 。 x 
-~ 一- 一- A 一 一 
| 题 5-34 图 


5-35 小 喷气 推 车 沿 吉 线 水 平 导 软 运 动 。 质 量 按 规 律 M 
二 用 ,一 bt 变化 ， 气 体 从 发 动机 喷 出 的 相对 速度 A 是 常量 ,小 
车 的 初始 速度 为 0。。 如 果 运 动 时 小 车 所 受阻 力 为 F= 一 av 一 
pbv*， 试 求 小 车 速度 与 时 间 的 关系 。 

从 V= 


Hi ç 


a+ /A MVa— JAN. 
(tN) 


U Ta 一 VA M My" * | 
0 J; M, 


. 3 Z8 ` 


a— aa Aí gN 
-pet 说 JR . ZA s +Z) 
< 


个 


#BRA=a2+ 48 o 
56-36 保持 例 5-11 R, OA M=o0, H h>0, 
Ph (t)—>m(t) 的 极限 过 渡 方 法 求 出 对 应 的 变质 量 数学 摆 的 运 . 
动 微 分 方程 。 
: P+ ae- 0 
5-37 已 知 三 维系 统 的 运动 方程 为 I I 
(4, +2q,)qi F (299 + 24, 0, )q + dgs 


a CE A Pat t + 2gs 2 )=0 
(291+242+93) q T (20 t+)+ 和 gq 


T | (2 ?20 gat ggs)= 0 | 


Q tti Tt q + a( oo 一 (0 


AHER y r H AM. 
, L= (iiti +43 tä 和 


+t- hq, (— -2q + 2q; 一 da) 
T+-— q (201—202 —qa) 

2 . I 
Tiga I — 3412qs 
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5-38 已 知 二 维系 统 的 运动 方程 为 、， 
gsinrgs +24, q, singz cošq, — f4 sing cosg :十 gs | 
;sin?g1 + 24 4, sing, cosq, — t sing, cosgs +q 

试 构造 其 拉 格 苦 日 函数 。 


答 ，; 一 (9 sin :20 4 G3sin 0) ggs 


5-39 试 对 一 维系 统 
e#t(24J-- Bi-ia2x)=0 
构造 拉 格 朗 日 函数 。 


=, L= Le ori (i?a? va 


5-40 己 知 二 维系 统 的 运动 方程 为 ~ 
qisin(glgs) 十 gi(gigs 十 gidgas)cos(ailay) 


—— qI (4t +41(cos)qiq a) qa =0 
islagt (ha,tadiyex(aa) 
Ta, (41-+4Dcos(q, q.) Ta =o 
试 构 迁 其 拉 格 朗 日 函数 i 
: [二 上 上 L Lg? + gs)sin(ggs)— qiqs 


f; 
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第 六 章 “尼尔森 方程 


一 、 基 本 理论 与 公式 
mà 学 者 尼尔森 (Vielsen) 于 1935 年 导出 了 完整 力学 系 
统 的 一 类 新 型 运动 方程 ， 其 形式 为 


ət > 0l _ = ... 一 
30, 一 2 人 Q, (s=1,=.,n) : (6-1) 


其 中 7 为 系统 的 动能 ， 几 一 守 - 为 动能 对 时 间 的 导数 ，Q。 
为 对 应 于 广义 坐标 gs 的 广义 力 。 


例 6-1 试 证 明 N .(T)==,(T) (s=1,-, n), BE 
T 为 系统 动能 ， 而 


3 d_, 0. 
Ne=ag d 2 gr 为 尼尔森 算 子 
-d Ə _ 3 
e = 39; a 
[证 明 ] 由 尼尔森 算 子 的 定义 ， 有 
N.(T)= ~ AA 2 r 22 
_ Ò (< T IT ~ ƏT \ .9T 
p 04 。 jz let b KET det A) rA 


-331 ~ 


=å DE tii 5: Yanan 3431, F q, 


O :7 _ T 
+ 9g 


- zT al 
E y jr datt haka EZD i + at gs 


(1) 
由 欧 拉 算 子 的 定义 ， 有 


_ d af 2T 
s (T) = dr FTM Oqa 


Y S= 3 l + dfr E7 ERIAK 
ar oT 
u 0f0d。 gq: s ? 
比较 (1) 与 (2)， 便 得 E 
N (T)=e (T) ° | (3) 
这 就 证 明 尼 尔 森 方程 和 拉 格 朗 晶 方程 是 等 价 的 ， 
例 6-2 利用 尼尔森 方程 建立 质点 在 有 心力 作用 下 的 运 
动 微 分 方程 。 
[8] RERET, OAOE 
标 ， 质 点 的 动能 为 
T= m(t +n) 
将 其 对 时 间 求 导数 ， 有 
于 是 小 一 m(rr 十 rf62 十 r260) 
. 332 


” 例 6-? 加 


oP _ r+mró?, dy =2mraó-+ mrt 8 


oF | . 
of _ T _ (1):: 
E ils 
X o | i Wu 
Q,=—fF, Q, ,=0 “C2) 
将 (1) 和 (2) 代 入 尼尔森 方程 (6-1)， 得 Í 
m( 7—r62)=—F, m(r0+2r76)=0 3) 


例 6-3 一 质量 为 m、 长 为 2a 的 匀 质 杆 4B 在 光滑 瞧 面 上 
自 出 运动。 如果 村 的 各 点 受到 桌面 上 固定 线 的 吸引 ， 引 力 与 
质量 以 及 点 到 此 固定 线 的 距离 成 正比 ， 其 比例 系数 为 &。 试 
用 尼尔森 方程 建立 杆 在 给 定 力 场 中 的 运动 方程 。 


ona gE A epi 
' . zii nA Ta oi 


6-3 8 


M BERN, FLER, ARS iR 3 
角 6 为 广义 坐标 , 杆 4B 的 动能 为 。 


T= gml? +g) +H ° Ts m(2a2)62 


= m(t +g: ) 十 一 ma?6? 


。333 < 


h=m(t2+ g y) + —ma?ó G 


.. 


Ox oy " 9 
X 
P' | = — |f alytrsing) Wdrt+ 
0 26 .| 
a | I m i 
| eCy=rsing) ir | 
=— my 
故 . 
Q,=—m (3) 
FAR ba D C 89 B 28 
M o= 一 | p(yt+ rsing) m7COSO dr 
0 2 
+| 48 一 rsing) reogOdr” ` 
0 | 20 


一 一 二 prozsin28 


Q = — š masina e L: ( 5) ` 
KOORA AGR (0-1), RA 
më=0, m y=—#m 


-—ma? 0= — — #maš“*sin20 
3 6 


g 


z=o, y + = 0, 20 + usin2g = 0 (6) 
例 6-4 REA m 的 质点 挫 于 轻 线 的 一 端 ， 此 轻 线 绕 
在 质量 为 村 的 轮子 上 ， 轻 线 的 , OES 
另 一 端 挫 于 轮 缘 上 ， 开 始 时 线 | 
是 直 的 ， 长 为 ![。 轮 子 ( 半 径 为 ”小 
， 回 竺 半径 为 #) 可 上 自由 地 统 
过 其 中 心 的 错 秋 国定 加 转动 | 
质点 在 光滑 水 平 桌面 上 ， 状 以， 
速度 " 与 线 成 直角 地 拢 出 , 那 
么 线 开 始 缠 在 轮 上 ， 斌 证, 如 O COE 
果 线 始终 不 脱离 轮子 ,那么 线 的 直线 部 分 的 最 短 长 度 淘 = 
M 1/2 
a2—M pe] | 


UB] #5, HERRIE E A a 分 方程 
取 轮 子 转 角 O, 线 对 轮子 的 包 角 9 为 广义 坐标 。 ; 线 的 也 
ERRA 的 长 度 为 r 一 ! 一 09，。 RMA. 


| z=asin(9+@)+reos(0-9) 
y=acos(0+p)—rsin(0 +p) 
¿= pcos (0 +P) [acos (6+ Prsin(0 tp)IG 9) 
= —+sin(0+%)—L[asin(0+ @)--reos(08 +@)](Ó+ 9) 


` , 1 V| 


质 反 的 动能 为 x 5 
= imata LMA | 


m1 49) (64 at L Mate 


Isi i, 
T=m[—(I—a9@)a9@ (0 +9)*+ (I—a@)? 
u x (GTP) 6+ 9)+a26 下 十 MR266 
我 们 有 


2 =m[—2U—a?)a p (ó+ b)+ 


(ap) 0+ Pyta +MRG 


dT 一 m[ 一 (I—a@)a(0+ p)?—2 
(1 一 aogyag(6 十 2 二 (一 ap)2(G Py 
yh 39 mall— aP M98+ PJ? 


而 


将 (1 ) 和 (2) 代 入 尼尔森 方程 (6~+) ， 得 到 “ 
m[(l—ap)( 0 + 9)— aI-op)op (oY ) x 
+a20] + Mk? 0=0 I 


map)" ( 8 十 p) ~ (lop)am (ó+ @ .i 
Y +a(l-ag)(6ó + 9)21=0 


- 336 - 


(C 1) 


(3) 


K 


方程 (3) 和 (4) 即 浪 问 题 的 运动 微分 方程 ， 
其 次 ， 有 寻求 问题 的 第 一 积分 。 
方程 (3) 可 积分 为 “ 


二 人 (9+ DIF MG mio ` 加 | 


KORL, (ORA p ， 并 相 加 ， 积 分 得 


ymi ap) (ó+ p)? a:]+ Mh?0 


1 En 
2 


积分 (5) 是 循环 积分 ， 积 分 (6) 是 能 量 积分 
最 后 ， 求 线 的 直线 部 分 的 最 短 长 度 . 
KAPERE 分 取 极 小 值 的 条 什 为 六 0 ， 


x BE . . t ` .. 
a ET Lp 20, p<0 


ts) 


<, 或 考 


(7) ` 


而 由 (3) 和 (4) 知 ， 条 件 (7) 能 够 成 立 。 以 名 =0 代 天 积分 


m( a? +r2)6+ Mk20= mlo 


m(a?+r?)8> + Mk? =my? [= 


由 (8) 和 (9) 解 得 
r=]? — q? Mpy 
m 
Ep 
_ _ _ M 1/2 
r=(1? g? Sa) 


(8) - 


MB) 


例 6-5 质量 为 tm 的 质点 由 无 质量 弹簧 系 于 点 PP。 已 知 缮 
筑 的 刚度 为 R， 目 然 长 为 re， 把 PP 以 名 角速度 @ 河 半径 为 ao 的 
EPEa., Bie 质点 在 水 平面 上 无 摩擦 地 运动 ， AE Hi 
RL YE, o ` O 

UEL 系统 有 两 个 目 册 度 ， 到 > 和 6 为 广义 坐标 。 我 们 有 
x= acosot4A- reos 
y=asinot--rsin0 
t= —aosinot-+- +cosg —r0sin0 ` 
#=a@cosot+ sing +rócos0 


1 
系统 的 动能 为 


= mC) ` 


， =matot-+2 mF +r*62) . 


+mao[+sin(g —ot) 
rocos(0— 0t)] 
求 动能 对 时 间 的 导数 ， 有  “. 
T=mir +mrà82 + mr20 8 +mao 
x[ r sin(09—@t)+-+(Ó—@)cos(0—t) 
++0cos(0—@t)+r80cos(0—o1)—r6(6—ayx 
" xsin(0—o?)] . x f 
ev 318 .. 


p . A Ta 7 C ` í: z E. SIS 
部 -mn mrt Óp 2mao Licos( 0 — ot) 


ésin(0— ol meotrsin(0—@t) 


ñ š 


x =m mr ? + 2mawbcos( 0 — -onD 
T 


< q 
+, 
"h 
`Y 
. - 1 ` i ` 1 
+ k < f ' . _ ñ. 
A. "t 
ç r F 
` 5 


-mao scos(0— 一 oh 


I 5 太一 mg Feo (0 — or) risn(0—8ni 


: chu 


a 二 mr Fooseos(0— ot) AVE 
2 ` ë ar aka G 
广义 力 由 势能 给 出 为 o 
-9 广 一 一 Ar 一 r 
| ôr | WS: 
J 
4 二 -37 7 : (2) 


KOMORA RIENE. pa 
mr —mrÖ? — mao ?cosl 0 — d= hr ro) 
x mrte + aro? sint ot)=0 


r —r6*—aw’?cos(0 -ot)+ (r—ra) TA ri 


r? 0+2riĝ+arotainl 0 —ot)=0. 


例 6-6 图 示 系 统 由 村 00”， [Lt O! 以 及 薄 壁 圆 简 组 成 。 
已 知 ，(1) 杆 00! 长 !{， 质 量 为 
m, GORRIS, ALOR 
示 ,(2) 圆 盘 0' 的 半径 为 -， 质 
量 为 m， 由 村 OO 带动 在 WE 
贺 简 内 作 纯 滚动 : (3) 荐 壁 BHH 
简 绕 0 轴 转 动 ， 对 于 0 轴 的 转 
动 惯量 为 Vo， 其 转角 以 92 表 
— 示 。 试 列 写 系统 的 运动 微分 方 
e-e FE. 
[ 解 ] 系统 有 两 个 自由 度 ， 取 9 和 9 为 广义 坐标 ， 并 设 区 
盘 滚 动 角速度 为 2。 圆 盘 与 圆 简 接 触 点 的 Wo = (Ir) $ p- 
一 一 1 十 ra , 由 此 得 


@ = 9 十 二 (6 二 p) 
系统 的 动能 为 


— i1 1 
T= mCi) + (mr e [ptos D) 
Lil mgs Wri 
“2 ( z + bv 
= ml2ó: + ml(l+r) pp 


. 2 
tfit imatt] 


设 0 点 为 势能 零点 ， 则 势能 为 


t = —-mglcos@ — .glcos 0 


一 一 >mgl cos0 


这 里 忽略 薄 壁 贺 简 的 重力 势能 。 求 动能 对 时 间 的 导数 ， 有 


F = ml?$6 tml(l+r)( 0 p+ p) 


tetin] 99 
于 是 
37 = = mO 十 二 CITrD | 
9 Lml(l+r) 8 
gp | x 
+|1 + na yt ]ë 
T _ 27 _ 
30 JP 
势能 表达 式 求 得 广义 力 为 
OF 3 ale 

Q; 30 > mglsing 

Q = or = Ü) 


DADRA BARAR), 得 到 
ml 0 + ;ml(I+r)9 = - 


_ 3. sin 
> glsing 


1 l+) + 


| 
| 

| 

区 +ym(+r)* | Q 
2 PSO _ i] 


(1) 


(2) 


(3) 
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例 6-7 ”两 个 相同 的 圆 轮 用 连 杆 4B8 铵 接 后 放 署 如 图 示 ， 
这 是 一 个 不 稳定 的 平衡 位 置 ， 稍 有 干扰 即 发 生 运动 。 设 贺 轮 
可 以 看 作 匀 质 圆 前 ， 连 丁 的 质量 可 以 不 计 。 此 外 ， 假 定 圆 轮 
4 与 B 之 间 以 及 圆 轮 B 与 水 平面 间 的 摩擦 方 都 足以 阻 目 相 对 滑 
动 。 


pie 一 图 


(1) 以 圆 轮 B 的 转角 9 以 及 连 杆 4B SEER 的 交角 9 为 
广义 坐标 ， 写 出 系统 的 动能 与 努 表达 式 ， 并 由 此 得 到 确 足 
6 的 徽 分 方程 。 

(2) 以 4 点 的 起 始 位 置 为 原点 ， E SER. 以 9 
为 参数 ， 写 出 4 点 的 轨迹 方程 。 设 圆 轮 半径 为 7， 

[W] (1) 首 先 ， 进 行 运动 季 学 分 析 。 两 轮 在 一 般 位 置 时 。 
t 


VBS r p | (1) 
根据 平面 运动 理论 ， 有 
V= Vg TAB | | (2) 
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Tu u a= 270, 因此 


4 一 05 十 043 一 208043COSD 


一 r2(92: 十 462 一 4 pb6cosb) (3) 
DLA, B> SESSE 研究 PP 的 速度 ， 有 | 
o =Q Td, , Vp Vg t Os (4) 


联合 (2) 和 (4)， 得 和 
全 45 十 人 4 一 人 Ps8， Bp — 2rô0+-ro=r p | 
由 此 解 得 轮 .4 的 角速度 


à= p+ C (5) 
其 次 ， 列 写 系统 的 动能 和 势能 。 e BWI ZIRE, 注意 到 式 
(1), # 


轮 4 的 动能 ， 注 意 到 (3) 和 (5)， 有 


T,= mui 十 1E mr jo? 


Li $ mr $ tmr tdp (i= 2os0) 


系统 的 动能 为 
T=T,+T=3mrt6 + mr p? 
+mr20@ (1 —2cos80 ) (6) 
以 B 点 为 势能 零点 ， 势 能 为 | 
V =2mgroosð | T (7) 
M RRI i REH H KRO 
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L=T—V =3mr?ĝ? tmr’ P +mrê p 


(1—2cos0)— 2mgrcosg | (8) 
FK, T) 7382 es sp B| AARE. ERE 
方程 (6-1)， 在 有 势力 情形 下 可 写成 形式 


aL d ú r “G + ú | 
Jis 0- 0 (s=1, , n) (9) 
内 (8) 得 


L = 6mr2:ó 0 +3mr2 pp -+mr? 9 p 
x (1 —2cos0)+mr26 9 (1 一 2cosb ) 


+ mr 2 如 2 psing + ?2mgrŠsin 0 


于 是 有 
dL —smrt9 Ñ+mr° 0 (1 — 2cos0) 
d P 
二 2mr*0sing 
Jl > ， x 
ag — 6mr:0 +mr°@ (1—2cos0) | (10) 


+4mr?8 p sin 0 -+ 2m grsing 


| 
IL oL — e 2 m aim 
一 一 一 0， — = 2mr “0 p sm | 
IP g0 r e Pp emg | 
Ó+ 2mgrsinp x E r 


将 (10) 代 入 (9) ， 得 到 
3mr29 +mr20 (1 — 2cos0)- 2mr2028in0 =0 
6mr2 0 +mr? 9 (1 — 2cos 0) ~— 29mgrsing =0 
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化 简 后 ， 得 
3@ + 0 (1— 2cos0) + 202sing=0 (11) 
6r0 +r p (1 — 2cos0)— 2gsing=0 (12) 
最 后 ， 求 确定 6 的 微分 方程 。 由 (11) 和 (12) 消 去 2 ， 得 
17r0 +4r gcosb 一 4r 0 cos2g —2r3*sin0 
+ Ar02singcos0 —6gsin0=0 (13) 
将 (13) 两 端 乘 以 0， 并 以 6=6=0 为 初始 条 件 ,积分 得 
Z (17rÖ? +4r02cos0—4ró2cos2 0) 


+6g(cosg—1)=0 
由 此 解 得 
y22 = l2g(1—cos0) ` (14) 


17 + 4cos0 — 4cos2 0 


(2) 求 4 点 的 轨迹 方程 。 我 们 有 


x= 92#sin0 — rp E (15) 
x g= 2r(1 —cosĝ) . (16) 
由 (11) 积 分 得 


3@ +0(1— 2cos0)= C 
因 t=0 时 ,6 二 p=0, WC=0, FË 
39 十 6(1 一 2cosg) 一 0 
再 积分 一 次 ， 得 
30 +0—2sm0=C, 
It=0RF, 0=g@=0, IC, I=0, FE 
2 . | x 
=.“ sin — — | 
p 3 mng z? (17) 


将 (17) 代 入 (15)， 得 


x 一 二 (4rsing 十 0) (18) 


关系 (18) 和 (16)， 即 为 以 g 为 参数 的 轨迹 方程 。 

例 6-8 ”图 示 系 统 中 ，-4 为 圆 环 ，B 为 圆 盘 ，4 绕 水 平 办 
0 转动 ， 而 B 在 4 内 作 纯 滚动 。 设 4 的 半径 为 R，B 的 半径 为 
r, R=4r。A 与 B 的 质量 相同 。 用 尼尔森 方程 写 出 系统 的 运 
动 微分 方程 ， 并 证 明 系统 作 微 振动 时 的 圆 频率 为 


29 与 _ g 
l5r 4r 


例 6-3 图 


[ 解 | 系统 有 了 两 个 自由 度 ， 取 6， 为 广义 坐标 。 
首先 ， 进行 运 动 学 分 析 ， 来 求 B 点 速度 和 8B 的 fg 速度 。 
我 们 有 
o =Rð=4r} | (1) 
根据 平面 运动 理论 
Q, =O, O, 
而 
vp4=(R—r) p=3r9 ， (2) 


8 一 503 十 o84 十 2040eacos(2 一 0) 
uy, +(3r p)? +2(4r0)(3r p) 
cos(p—0) 
一 r2[1692 + 992 十 245 poos( p— 0) (3) 


X 
PEDRA w 
将 其 投影 到 圆 环 在 D 的 切线 方向 ， 
orto tenon! (4) 


注意 到 (1)、(2) 以 及 
四 sp =8rócos?—89 ; Ups = ro 


其 中 为 B 的 角速度 ， 则 (4) 成 为 


8rgcos = (4r6 十 3r9p 十 ro) cos 一 二 人 
由 此 解 得 
一 49 一 39 , (5) 
其 次 ， 列 写 系 统 的 动能 和 势能 ， 
A 


FT = = (mR*+mR*)92= 16mr262 
a HA Biqle 
=l mozg Lim, \o? 
T, zvat 了 (二 mr jo 


= l mr?(162 +9 92 +243 pcos(p—0)] 
1 


+ gmr 9—3 py 


取 0O 扩 为 势能 零点 ， 则 势能 为 
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V = —4mgroeos0 —mg(4rcos0 +3rcosp ) 


= —mgr(8cos0 + 3coso ) 
系统 的 拉 格 朗 日 函数 为 
了 一 7 十 了 5 一 厂 


一 一 mir2z[4852 十 9 p? +24 ; peos(9—0)]+ 


p mr?(45— 3 p)? + mgr(8cos 0 + 3cos9 ) (6) 
再 次 ， 按 尼尔森 方程 建立 问题 的 运动 微分 方程 。 我 们 有 

L=mr2(483 0 +9 9 9 十 120 gcos(p—0)+122 

9cos(p 一 9) 一 1299( p—5)sin(0@—0)) 

十 mr2(4 j—3p)(48 — 3p ) 一 mgr(85sinb 


十 3 9 sing) x (7) 
3 L _ ， RN 
9 mr°’C48 0 +12 pcos(@—@0) — 12 P 
( op 一 5)Jsic(9 一 0 十 12j sin(9 一 0)] 
+2mr*(40—3 9)— 8mgrsing (8) 
IL mr? (9 9 +12 dcos (9 一 9) 一 123 
0 9 | 


(9 一 5)sin (p—0)—12) 9 sin(p—0)) 
-> mr2 (4 0—3 9)—3mgrsing E (9) 


9 = 12mr20 psin(9—0)—8mgrsing (10) 


Sya i2mr?6psin(p—0)—3mgrsinpg — (lD 
将 (8)-(11) 代 入 尼尔森 方程 ， 并 整理 得 


56 0—6 9 十 12 pcos(9 一 9) 一 12? p 2gsin( @ — 0 ) 


dL 
p 


+Žsino=0 (12) 
9P 一 40 +80cos(P—0) +86? sin(P—0) 


+ 0sing=0 | (13) 


最 后 ， 计 算 系 统 作 微 振动 时 的 贺 频 率 . 
因 0，92 很 小 ，Sin(9 一 0)s92 一 0，cos(% 一 gz1 ， 
snb=0，siny=z2 ， 方 程 (12) 和 (13) 线 性 化 为 


56 0 十 69 十 8 和 0 一 0 


99 +4 0 十 2 所 9 一 0 


系统 频率 方程 为 
x 一 56A 十 8 ， — 6k? x 
x 一 0 
s — 42 一 9 名 十 2 x 
. | 
HJI 


(15k? — 22- )(4k2 -2 )=0 


出 此 得 圆 频 率 
k, - 2g .， k= g 
15r 4r 
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=. JÄ 
-1- 试 把 有 多 余 坐 标 系统 的 拉 格 朗 日 方程 


d of — 91 =Q, + y ayd | 


da, qu — oqu 
(u=1, 2, =, n+m) - 
化 为 尼尔森 方程 的 形式 ， 
6-2 武 把 带 参数 约束 系统 的 拉 格 朗 日 方程 
aaT T 0 ee i 
下 9 一 一 9 二 2. GRRR 
化 为 尼尔森 方程 的 形式 。 x ` 
6-3 斌 把 包 合体 服 约束 系统 的 拉 格 妆 有 方程 


da。 一 9 =Q, r Ya. drs 
(s=1, 2, ..., n) 
化 为 尼尔森 方程 的 形式 。 
6-4 REAREN RARE 
d aT 37 o 3E 
dt LE da。 . 34. 
(s=1, 2, +, n) 
If ó R aR PEDJEs, 
6-5 ERIE B: MAEA 


-1 人生 _ 
T= iig +L yi 


V =ct+ dgs 
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式 中 a，b，c，d 均 为 常量 ,， 试 求 系统 的 运动 。 
m" x |, ， | c, ba? 

Y: Qi —C1 ur f 一 t 

~ A(2d+bci)2 

x sinC2(2d +bc1)2t+o)+B 


gq, = Asin((2d +bc2) ia) 
AP: 4, a, PSARAS ME., M 
=Í | =b = 人 
dq, a+ bq; | 
6-6 图 示 多 质点 系统 ， 它 由 质量 为 ms (i=1, 2, =, 
入 ) 的 NN 个 质点 用 不 计 质 量 、 长 度 为 ii(i=1，2,… ，N) 的 
N 根 细 杆 连接 而 成 。 在 重力 作用 下 于 铅 垂 平面 内 运动 。 试 写 
出 系统 动能 和 势能 的 表达 式 , 并 列 出 ;一 2 时 系统 的 运动 方程 。 


z£ 
E 
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je. N š š  . 
. r= Y Y m.l.1,0.0 ,cos(0, —0 ,) 
¿= 1dqa=1 B=1 | 
N 


V = y X m; gl,(1—cos0 ,) 
a=] i =G 

(mi +m,)1°, 0 ,+m,l,l;cos(0,—0,)+m,l,l; 

03sin(0 一 9) 十 (mi 十 ms)g9jisinpi 一 0 
m2120， +mzlil,cos(01—02)01 

—m,l,1,91sin(0, 一 9 ) 十 maglasing ,=) 

6-7 图 示 导 杆 机 构 带 动 单 摆 的 支点 按 已 知 规律 x 二 x。 
sinot 作 水 平 运动 ， 试 写 出 质点 m 的 运动 微分 方程 


答 ; l0 一 x0@%?sinwtcos0 十 gsin9 二 0 


区 6-7 图 


6-8 刚 杆 .4B 的 长 1 其 质量 不 计 ， 杆 的 一 端 B 匀 支 ， 另 
一 端 固 连 质量 为 m 的 物体 4， 其 下 连接 一 弹 筑 系数 为 的 弹 
筑 ， 并 挂 有 质量 为 m 的 物体 D， 杆 4B 中 点 用 弹簧 系 数 为 的 
弹 自 系 住 ， 使 杆 在 水 平 位 置 平衡 ， 如 图 所 示 。 求 系统 振动 的 
微分 方程 
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答 ， mi Thx —kx,=0 


m ,— ky, + Rx,=0 


- 题 6-8 图 


6-9 滑轮 可 绕 水 平 轴 0 转动 ， 如 图 所 示 。 滑 轮 对 O 轴 的 
转动 惯量 为 J， 半 径 为 r， 在 滑轮 上 跨 过 一 不 可 伸 长 的 绳 ， 强 
的 一 端 连结 在 铅 垂 弹簧 上 ， 另 一 端 也 与 弹簧 相连 并 悬挂 一 质 
量 为 因 的 重 物 ， 两 弹簧 的 弹性 系数 各 为 A 和 Rs 。 设 绳 与 滑轮 
间 无 滑动 ， 试 建立 系统 的 运动 微分 方程 。 

Z., m£+hRx—h | r0=0 


Jo—b,rx+(k,+Ë,)r2@=0 


6-10” 杆 04 的 长 1! 二 1.5m， 质 量 不 计 ， 可 绕 水 平 轴 0 摆 


动 ， 在 4 端 装 一 质量 M =20N, #4 r=0. 5m h Rs, 
在 圆 盘 边 上 8 扩 国 结 一 质量 m 二 10N 的 质点 ， 如 图 所 示 。 试 
求 系 统 在 平衡 位 置 附近 作 微 小 振动 的 运动 微分 方程 , 


E. 90 +P +6g0=0; 30 十 29 十 2g9 一 0 
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p A ~ p- Ee yar 


assis l u m. s k. sisikuna si 


题 6-3 图 À x 题 6-; 0 图 

6-11 BRIM, I, Ma, M; 的 质量 分 别 等 于 m, 
Mm, ms; IMHO, CRRA BKR E 略 去 不 计 . 并 
不 计 摩 探 。 求 当 物 块 M :下 落 时 ， 各 物 块 的 加 速度 。 


—2myms—m, (m; +4m,) 


Po. a, 
MiM +t4åm Mm MM3 
a oM Mı tM Mı — 2MM; 
一 一 二 一 2 一 2 一 3 一 全 一 一: 
mi m;-4mims Tmə,m,; 
3m m | 
a = ELE. 


MMe FAm, m, Hmm, 


e-i 图 RG 6-1 2 0 
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6-12 图 示 物 块 4 的 质量 为 m， 均 质 杆 DB 的 质量 为 1.5 
m, KAL ， 上、 下 两 弹簧 的 弹性 系数 分 别 为 22 与 A;， 在 平衡 
位 置 时 ， 弹 簧 处 于 铅 垂 ， 而 杆 OB 处 于 水 平 。 试 求 系 统 的 主 
振动 频率 ; 车 给 杆 以 微小 的 起 始 角 速度 oB), 物 块 4 的 束 
EITE, 试 求 物 块 4 的 运动 方程 ， : 


BS + L+ 
T: Op, = |Ë. On = 2 ko 


y=120 ; Mi sin | Pa 
K NV m 


6-13 均 质 杆 长 为 {， 质 量 为 m， 两 端 被 限制 在 一 光 清 季 
直 圆 环 的 圆周 上 运动 ， 圆 环 的 半径 + >>1/2， 贺 环 以 匀 角 速度 


% 统 其 铅 垂直 征 转 动 ， 求 杆 的 运动 方程 ( 取 圆 环 图 心 至 杆 中 


点 的 算 线 与 环 馈 直 直径 所 夹 的 角 9 为 广义 坐标 )。 O 
mr) mr ghe inpo 


+ mg (:— Tt sinp=o 
4 


6-14 光滑 村 4B 固 结 在 锅 直 办 oz 上 KAR, Ra 


fü. 并 以 匀 角 速度 @ 绕 0z 轴 转动 ， 如 图 示 。 已 知 04 二 h, AB 
=l, 一 质量 为 m 的 小 球 被 限制 沿 杜 4B 运 动 ， 求 小 球 的 运 
动 规律 。 如 小 球 在 4 点 由 静止 开始 运动 ， 并 求 小 球 由 4 点 到 
已 点 所 需 时 间 。 

答 ，r 一 (@?sin?a)r= gcosa 


.— — n n. — gcosa . 
运动 方程 ra chlosine)t— l] 
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mii . Mi = 一 一 


_ 1] Iw?sin’a 
或 1 一 na In| (14 se ) 


= QCOSG 


-i—i a gi 


题 6-13 图 题 6-14 图 


Mr 了 


6-15 义 质 圆 球 4，B 质 量 分 别 为 m! ，ms ， 半 É 8633 
4， 球 总 安置 在 球 .4 的 顶端 ， 而 球 .4 放 在 光滑 前 水 平面 上 ， 如 
图 示 。 球 8 由 静止 开始 运动 ， 设 两 球 接触 处 无 滑动 ， 试 证 明 
以 两 球 中 心 线 与 铅 垂 方向 间 夹 角 9 表 示 的 运动 微分 方程 为 
= aĵ( 7m, +5m,sin2g)=5ə(m, +m,)( 1— cos0) 
6-16 在 长 为 2!， 质 量 不 计 的 细 枉 两 端 ， 各 园 结 一 个 质 
”点 ， 其 质量 均 为 m。 细 杆 中 心 c 被 限制 在 半径 为 a 的 水 平 圆 周 
上 运动 ， 如 图 示 。 试 求 系统 的 运动 微分 方程 。 


管 . p =0, (sin?y ° $ ) 一 0， 


0 一 2gsingcosg . b 2=0 
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题 6-i5 图 题 6 一 :6 图 


6-17 “有 一 半径 为 > 质量 为 2m 的 圆 简 ,其 重心 在 C 点 ， 点 
C 距 其 几何 中 心 0 为 /2， 贺 简 对 重心 C 的 转动 惯量 T= 二 mr?， 
圆 简 可 以 在 水 平面 上 自由 滚动 。 一 长 为 3r 质 量 为 mm 的 均 质 杆 
用 销 钉 连 在 圆 简 对 0 与 C 成 对 称 的 4 点 。 设 销 钉 完全 光滑 ， 求 
系统 微小 摆动 时 的 运动 微分 方程 式 ， 


答 ，3r(59 十 30 )+ 2g@= 0, r(39+40)+290=0 

6-18 ”质量 为 5m 的 棉 块 在 水 平常 力 P 的 作用 下 ， 沿 力 的 

指 同 在 光滑 的 水 平面 上 作 平 动 . 今 有 计量 为 m 的 小 球 ERIR 
斜面 上 的 对 角 直 槽 内 作 向 下 的 相对 运动 ,如 图 示 . 设 小 球 受 的 


运动 阻力 为 及 = 一 bo( 式 中 :9 一 一 常数 ，w 一 一 相对 速度 ) ， 
试 求 以 广义 坐标 x，& 表 示 的 系统 运动 微分 方程 。 


4 
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一 一 一 一 


r r rr ar pr 


题 618 图 


.6-19 ”两 个 摩擦 轮 可 分 别 绕 水 平 轴 Ow 与 9, 转动， 互相 


接触 ; 不 能 相对 滑动 。 在 图 示 位 置 ( 半 径 0,4 与 0.B 在 同一 


水 平 线 上 ) 弹 筑 不 受 力 ， 弹 簧 系数 分 别 为 hi ker 摩擦 轮 可 


x T=2m |m, +m; 
i af 2(k Fko) 


6-20 两 根 长 度 相同 的 均 质 杆 的 重量 为 P， 上 痢 弹 得 的 
刚性 系数 等 于 c， 下 部 弹簧 的 刚性 系数 等 于 1.5c。 在 平衡 状 
态 下 ， 杆 处 于 水 平 而 弹簧 铝 垂 。 求 该 系统 的 主 振动 频率 。 


me- 9 加 


amg 2G o 


6- n 均 质 圆 盘 的 重量 为 已 ， 均 质 杆 48 的 重量 为 4 尸 
OA=0B， 每 一 弹簧 的 刚性 系数 为 c<。 在 平衡 位 置 时 , 杆 处 于 
垂 ， 而 弹簧 位 于 水 平 ， 并 处 于 未 变形 的 状态 下 。 在 起 始 时 
刻 ， 杆 离开 平衡 位 置 倾斜 一 个 角度 me。， 此 时 圆 盘 的 转角 ， 杆 


及 图 盘 的 角速度 等 于 零 。 记 来 系统 的 主 振动 频率 和 杆 的 微 拓 
动 方 程 . x 


D 


= P2 | 3cos SSSR EE | 


6-22 /|JSE#fEE J 24kN, ÇWRsSI, IM 8 St y 2kN， 联 接 
器 48 的 刚性 系数 c= 200N/cm，0M=1.2m。 小 车 与 重 物 一 
起 发 生 微小 的 振动 ， 其 振动 方向 与 小 车 侧 表 面 平行 。 假 设 略 
去 未 受 张 力 的 绳索 0OM 的 重量 ， 求 系统 的 主 振动 频率 。 


答 . kı =2.48rad/s; k, =3.30rad/s, 


题 6-21 图 x 题 6-22 图 


6-23 ” 均 质 实心 圆柱 体 4 的 质量 等 于 m， 物 体 B 的 质量 为 
3m。 将 圆柱 体 4 的 轴 0 与 物体 8B 连接， 处 于 水 平 位 置 的 弹簧 
的 刚性 系数 等 于 c。 将 物体 8 与 墙 连接 ， 且 处 于 水 平 状态 的 
弹簧 的 刚性 系数 为 2c。 在 初始 时 刻 ， 轴 0 离开 平衡 位 置 的 位 
移 为 x。， 而 物体 B 的 位 移 为 零 ， 其 初始 速度 也 为 零 ， 试 求 系 
统 的 主 振动 频率 及 圆柱 轴 的 运动 方程 。 圆 柱 体 只 滚动 而 不 滑 
动 。 物 体 B 与 平面 之 间 的 摩擦 可 以 忽略 。 


Me , 
St k= [am t= f | 
N 


x= | 2cos —C teos? / “1 | 
3 3m 3m 


kB 6 23 Pl 


6-24 试用 尼尔森 方程 解 题 4-152。 
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第 七 章 ”哈密 顿 方程 及 其 
积分 方法 


一 、 基 本 理论 与 公式 


1. 哈密 顿 方程 
(1) IRA 


1 哈密 顿 函数 是 二 一 上 十 y pads | (7-1) 


其 中 工 为 拉 格 朗 日 函数 ，ps 为 广义 动量 
=g, E (7-2) 
哈密 顿 函 数 对 完全 稳定 的 保守 系统 表示 力学 系统 的 总 能 量 ， 
2° 由 (7-1) 和 (7-2)， 已 知 拉 格 朗 日 函数 可 以 造 出 哈密 梗 
函数 。 
3* 在 构造 哈密 顿 函数 时 必须 将 其 表 为 广义 坐标 、 广 义 动 


” 量 和 时 间 的 函数 ， 即 


H=H(q;, Pe, t) (7-3) 
这 就 要 求 由 (7-2) 解 出 9, 二 9,(g，ps，1)， 然 后 将 其 代入 
(1—1). | x 
(2) 哈密 顿 正则 方程 
i ° 哈密 顿 正则 方程 为 
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9 =0H ,一 一 9 I (s=1, 2, ts n) 


0ps dq. 
os i. aada 8 í 4) 
2 已 知 哈密 顿 函 数 五， 可 必 按 (7-4) 列 写 册 附 3558 1E p 


3° 已 知 哈密 顿 函数 态 ， 可 以 造 出 系统 的 拉 格 朗 日 函数 
工 。 构 造 方 法 如 下 ， 由 哈密 顿 方程 (7- Waku 
p.= Pelas Fr, t); 

HC- x 


L=-H + y ps, | a (7-5) 
将 所 得 pe= pq b HRAC), E BL=L(q, 
| Qt). o 
4' 对 于 简单 系统 ， 哈 密 顿 方程 可 直接 用 通常 方法 积分 求 
解 ， 


”2. 布 洼 松 定理 及 其 应 用 
BORN Á 
两 函数 9 (q., pe, D, Pas, pa, DENET REX 


如 下 
co. p= V (292 20 apay 
P, P) 也 [3537 TEIA, 
(7-6) 
根据 定义 (7-6)， 可 由 给 定 的 9， 多 ， 计 算出 它们 的 泊 松 括 
-好 。 


(2) 泊 松 条 件 
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flae. Pe, J= OANEI RECT- A BUTEA 


pra H)=0 > o Ea "a= 


根据 泊 松 条 件 (7-7) 可 以 判断 T 
的 系统 的 第 一 积分 。 
(3) 泊 松 定理 s. Q 
如 时 已 知 哈密 字 正则 方程 的 不 处 于 相互 内 旋 的 两 个 第 _- 
fi(gs, pe, 1)=61, f (ge ， Ps, t)= c; 
那么 (f1，fz) 也 是 哈密 顿 正则 方程 的 积分 。 


.哈密 顿 -牙科 比方 各 


+A a. 和) .78) 


1" 已 知 哈密 顿 函数 全 ， 将 其 中 广义 动量 ps 用 3 9 替代， 


接 (7-8) 可 列 出 哈密 顿 - 雅 科 比方 程 。 

2° 已 知 拉 格 朗 日 函数 L， 可 列 出 哈密 顿 - 雅 科 ENR. 
只 要 用 本 章 1!、《〈1)、3 "项 的 方法 造 出 互 ， 然 后 -e)a yi 
配 出 哈密 顿 - 雅 科比 方程 。 

(2) 哈密 顿 - 雅 科比 定理 

已 知 哈密 顿 - 雅 科比 方程 (7-8) 的 全 积分 5 一 -Sq,, =... 
1)， 正 则 方程 (7-4) 的 2n 个 第 一 积分 则 为 


IS -5,,3S - EEr 
JA, = Ps» Jg, Ps (T 9) 
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1* 求 (67-8) 的 全 积分 常用 分 离 变 量 方法 . 
2* 找 到 哈密 顿 - 雅 科 比方 程 的 完全 积分 S$, 便 可 用 哈密 
对 - 雅 科比 定理 由 (7-9) 得 到 问题 的 解 。 
3 "已 知 完全 积分 S， 可 以 反 过 来 造 出 哈密 顿 函数 H. Jr 
法 如 下 ， 由 (7-8) 知 | 
H=% (7-10) 
因此 ,首先 求 $ 对 1 的 偏 导 数 。 其 次 ， 由 (7-9) 邢 
| p= ps(q., Gy, l) 
由 此 解 出 
a,=aG,(qk, px, Í) (7-11) 
将 (7-11) 代 入 (7-10)， 便 得 x 
H=H(q,, Dk; t) 


| 4. 正 则 变换 
《1) 正则 变换 的 定义 
用 逆 变 换 
QQ, =Qs (qr, Dk; t), P= Plak, Dk, t) 
(7-12) 
EENDE- EROA ENN FE 
= a =H" paH’ _ 
Q= p. P| UQ, (7713) 


出 称 为 正则 变换 。 注 意 到 ， 我 们 所 指正 则 变换 是 指 对 一 般 #” 
个 自由 度 的 系统 而 言 的 ， 因 此 ， 并 不 涉 及 具体 的 系统。 当 
然 ， 对 具体 的 系统 也 可 以 找到 具体 的 正则 变换 ， 

(2) 判断 正则 变换 的 条 件 

1 "如 果 微 分 形式 
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Vy pdg, — Y P,4Q,+(H*— H)a=aU | 
= =, | . 


(7—14) 


恒 满 足 ， 则 变换 (7-13 ) 是 正则 的 . 
2 "完全 正则 变换 为 
Y psdqs— X P ,dQ,=dU (7—15) 


将 (7-12) 代 入 (7-15)， 得 到 


》 (7.— y p,e: ) dq, 


令 


p k=l Jq, B Ee=1 “ops ( ) 


于 是 条 件 (7-16) 给 出 


DAs Ám  JAs—ƏBm Bs _9dBn 
Om dds | O Pm 0gs O pm 0ps ; 


(s, m=), 2, =, n) (7-18) 
利用 (7-18) 可 以 判断 变换 的 正则 性 . 
如 果 将 (7-17) 代 入 (7-18)， 便 得 用 拉 格 朗 日 括号 表示 的 
正则 性 判 据 | 
[qs, qa] =0, [qs, Pm] =óÓsm, [p,, pa] 一 0 
(s, m=1, 2, =, n) (7—19) 


.365- 


—— = m - ^e 


利用 (7-19) 可 判断 变换 的 正则 性 。 
正 刚性 还 可 用 泊 松 括号 表示 为 
(Os, Q,)=0, (Q,, Pn )= Ssn (Pa, P„)=0 
E (7- —20) 
或 
(qe, GQm)=0, (qs, Pm) = Ósm, (pe, Pm) = 0 C- -21 
利用 (7-20) 或 (7- 21) 可 判断 变换 的 正则 性 。 
(3) 正则 变换 的 基本 类 型 
1 y 2 Bj R 
Ui=Uilgs, Q. (rr22) 


则 


_0U, P = _0U, H*=H ðU ı 7 一 23 
Ps gge 0 u ot “99 


2 "第 二 类 母 函 数 为 


U,=F,(a,, Ps, t)— Y QP. (7—24y 
#=1 

=9f, = qe H*=H IF: 7—95} 

Be 一 90 L5 FP” + 3 (7-25) 


3 第 三 类 母 函 数 为 


=F,( ps, Q, , t)+ y Pafe (7—26) 


8 =1 
则 
. IGG >» 


P, = Fa g= — Fs H*= 于 十 9 人 5 (T37). F 
IQs’ 9p kr 29 


4 第 四 类 母 函 数 为 。 
U,=F,(p,, P Ps, D+H Y pan- Y>. Q, (71-28) 


pl 


p=, o,e, mHE (7-29) 
这 里 有 两 类 基本 问题 一 是 由 变换 求 母 函数 ， 二 是 由 母 

硝 数 反 过 来 求 正则 变换 。 对 于 第 一 类 基本 问题， 可 先 按 (7~ 
16) 求 出 母 函数 U(qs。，ps, t): 在 (7-22)、(7~24)、(7-26) 
和 (7~28) 中 分 别 取 U ,=U, U,=U, U,=U, #iU ,= 
MRA SIRU, Cae, Qa, t), Falae, Pa, t), Flps, 

Q., 1) 和 下 ,(p。，P。，t)。 对 于 第 二 类 基本 间 题 ， 可 分 别 
由 (7-21)、 (7-25), (7-27) 和 (7-29) 找 到 正则 变换 。 


= ë 例 


例 1-1 已 知 力学 系统 的 拉 格 朗 晶 A 
L= 之 人 十 可 +å, 4,cos(g, —q,)-F3cosq, + Coge 


试 求 系统 的 哈密 顿 函 数 五 ， x 
[WI] 人 先 计 算 广义 动量 p!，pns。 由 (7-2)， 知 


n = 3 = 54, + ,cosS(q, —q> ) 
JL (1) 
p13 dt 1COS(g1— q2) | 


再 由 (1 ) 解 出 91， q. 
å — Di — pxC0S(q, —q2) 
| 5— cos? (q, —q2) 


ġ, =? P? — DiCOS(qi1—qs) ` q2) 
5—cos? (qi —q) ` 


(2) 


将 (2) 代 入 (3)， 消 去 41 4,, BOR48 


H=- |P p 9 pacoskgl 一 =a) j 
: 2| 5—cos2(g, —q2) 


[| 


— Di — pzsCOS(g i —q;) . _5p2— piCosS(q i —q>)_ 
5— cosi (q, — 一 92 ) = 5—cos2(gq,—q> ) 


—3c0osg, —cosq, + DI Lp) 一 pxCoS(g, — —q2 )] 
5—cos *(q, — 一 Gy) 


+ Do [5 p. — picostgl 一 qz)] 
9 — COS (qi >q) 


— Pi +t5p?— 2p p .cos(q, —q2) 


— 3 cosg , — COS 
2 [5—cos2(gq, —q3)] dı da 


(4) 
EI] ”由 工 的 形式 知道 这 是 一 完全 稳定 系统 ， 动 能 
为 
T = >+ --t1+4,q,cos(q, —q.) 
势能 为 
V = —3cosqg, —cosg, 
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故 哈 密 顿 函数 为 系统 总 能 量 
H=T+V= 24} + 1+0,Q,cos(q 一 g2) 
— 3COSq, — COSq, (5) 
将 (2) 代 入 (5 ) 消 去 9， ，$4,。， 便 得 (4 )， 
例 7-2 已 知 力学 系统 的 哈密 顿 函 数 为 
H =q, p. —qə pi tap? + pš) 


求 系统 的 拉 格 朗 日 函数 忆 。 
[8] 首先， 由 正则 方程 (7-4) 求 出 2 和，&r， 即 
a= = —q 20, 4 一 9 一 9 十 20p， (1) 
其 次 ， 由 (1 ) 解 出 pi， D2 
p=; (h +a), p2=>-(42—g1) (2) 


最 后 ， 将 (2) 代 入 (7-5)， 消 去 p: ，pz， 人 得 到 
一 一 有 十 pid 十 D22a 


=— fa, . (ga 一 91) 一 9 2-(Y1 十 ga ) 

tal Zli, Hae)? Halama)? |} 

十 元 (全 十 gz) ， 全 十 元 (ga 一 9 ) 4， 
— (9+ 一 29.91 +2029, +q? +03) | 
例 7-35 如 果 独 立 坐 标 分 别 选 定 为 (1) 笛 卡 儿 坐 28, (2) 


球 坐 标 ，(3) 柱 坐标 ， 试 求 质 点 在 势能 为 F(x，y，z) 的 场 中 
的 脸 密 顿 函 数 。 | 


[ 解 ] (1) 在 稍 卡 儿 举 标 中 ， 质 点 的 动能 为 ， 


= —m(#: ++ 22) x (CD 
势能 为 

V=V(x, y, z) | (2) 
故 哈密 顿 函 数 为 | 


H=T+V= ，m(22 十 加 十 5) 十 天 (x，y，2) (3) 
在 (3) 中 速度 ?2，#，2 需 用 广义 动量 pz，pr，pz ui, 


Bj . 
Pa ga Pv, + n 
JA = Pr 
Py oY mg I— m 
=0L _ s= Pz 
Pz P nma z a 
于 是 
H=—(pi+pi+pË)+V(zx, y, z) (4) 
(2) 取 球 坐 标 r，9，9 U UEHR, MA 
X=rSNnOcosp, y=rsi8sin@, z=rcos0 (5Y 
MARSIRI ”” 
T= L m(p?+r?6+r>p?sin?o) 
势能 为 x 


V = V (rsin 0cosg ， rsin@sin@ , rcos0 ) 
而 哈密 顿 函 数 为 E ú . 
H=T-+V o C6) 
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又 广义 动量 为 


Pr gp ar ” 
Pe og Tg Tr À 
p =L IT L mr? øsin?g 
IP JP 
因此 有 
a= Pr 6= Veo p= Pe _ 
om’? o mr?” r= mr? sin 2 0. 


将 (7 RACE), 得 到 


(7) 


H= (r +Ë WE A 


r "sin #0 
rsingsing ， rcos0) 
x=rcosg, y=rsinə, Zz— 2 


质点 的 动能 在 柱 坐 标 中 表示 为 ， 
.二 , MCA? +rep? +?) 


V =V (rcosp, ršinp, z) 
7 义 动量 为 
—=9L ƏT _ 
Pr Jr OF i | 
=% =I] mr 9 | 
IP IP 
-ƏL -37 _ 
° O; gg “Se 


(8) 
(95 
(10) 


(11) 
(12) 
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p= Pr, p= Pe. z= (13) 
m mr m 
质 反 的 哈密 顿 函 数 为 | 


H=T+V= mO +r2 0° + 2) 


+V (rcosp, rsinp, z) (14) 
将 (13) 代 入 (14)， 得 到 | 


H=;L ( pt +??-+ p) +V (reosy, rsinp, z) 
例 7-4 系统 在 球 坐 标 中 的 拉 格 并 日 函数 为 
L= 1 m(at+r tón + rt Pisin*09)—oF(0) P 


其 中 a 一 cohst，F(9) 是 连续 可 微 的 任意 函数 。 试 建立 系统 


运动 的 正则 方程 
[W] 首先 求 广义 动量 ， 由 (7?7-2) 知 
p=% =m, po 一 -一 mr 
Ji 2 (1) 
pe=—=mr°@sin2g—aF(80) 
329 
出 此 解 出 广义 速度 +，6，9， 即 x 
= Pe 6- D Ç _ pe+aF(0) 
FU Cm ; mr? > P mr? sin 2 g (2) 


其 次 ， 计 算 哈密 顿 函数 末 。 将 (2) 代 入 (7-1)， 得 到 
H=-—L+p,+-+- p+ pp? 
372. 


=— lm (z: +-Ë r ra + (Pte) )risine } 
2 m (SEA | 


mr sin? g 
pe +aF(0), pt , pš 
+aF(0) onan T y 20 l m mr? 
på +F(8)ape 
mrêsin?g 


— 1 2 +aF(0)]? 
=Í p? +EP + [pe ( )] J 


r ° Sin “° 0 (3) 
最 后 ， 列 写 系统 的 正则 方程 ， 由 (7-~4) ， 知 
IH pr ; =_9H__1 
ú Jp, m” Pe” ðr mr? 
° 、 
<+ [Ps aF(0)) + ) 
IH pe p =—_ H 
dpe mr2 Ó 00 
— [pe 十 CF(O6)j] ` 
mgnp - ( [pe+aF00)1 (4y 
cos 一 9 二 sing ) 
do 
_—9H _pe+taF(0) , Z= _9H _ 


pr mesno PP ap™ 
例 7-5 ” 试 建立 均匀 重力 场 中 质量 为 m， 长 度 为 21 的 均 质 
细 杆 的 空间 运动 的 正则 方程 ， 并 求 运动 的 第 一 积分 。 


[ 解 ] 首先 建立 正则 方程 。 约 质 杆 的 位 置 由 括 心 坐标 - 


x, y, z 以 及 村 在 oxy 平 面 上 的 投影 与 ox 轴 夹 角 争 ， 村 与 oz 
轴 的 夹 角 9 来 确定 。 


杆 运 动 的 动能 为 


T= T m(b2 +#'+22)+- ACO + pb?sin?0) 
+— =C( Ú cos0)° E 
其 中 4 为 对 过 质心 垂直 于 村 的 轴 的 惯性 矩 ，(C 为 对 过 质心 沿 


杆 轴线 的 惯性 矩 ， 并 且 
A= ml?, C=0 


于 是 
T= Fm 二) 二 ml2(62+ yp?sin?g) 
村 的 势能 


V =mg2 


因此 ， 拉 格 朗 日 函数 为 
到 mm( 人 十 办 二 人 9) 


L=T-y = 
+ ml (62 + ?sin? 0 )— mgz (1) 
由 (7-2) 知 ， 广 义 动量 为 . 
p= 一 mi p = my pm ma 
| | _ (2) 
= = ym, kaz m1? sin2g | | 
BOER ER, J, z, 0, v, L. E 
T= ps j= Dy = 8: š 
m m 


m 
j= 32e, $= Sp | 


(3) 


Elie 


哈密 顿 函 数 为 
H=T +V = —m(k2 +y? +2?) 
十 -车 ma12(62 十 及 2sin29 ) 十 mgz (4Y 
将 (3) 代 入 (4)， 得 到 
= (i+ pi+pł)+ om (P 9 十 一 -全 一 D+ )+maz 


Sin20 
| (5) 
其 次 ， 建 立正 则 方程 。 按 (7-4)， (3) 即 为 第 一 组 正则 方 
程 。 第 二 组 正则 方程 为 


_ H_n _ gH 
z= 一 二 一 一 0， — — = Ü 
| 
-3H __ x 
__9H_ 3p¢C0S0 ` (f  . 6) 
PP 230 mi:sinsg | x 
Pry | 


最 后 求 运动 的 第 一 积分 ， 由 (6) 中 第 一 、 二 、 五 式 可 求 
得 循环 积分 x E 


Dzr= Pro, py™ Pyo, p= Pz0, Doe Dpo (7) 
由 (6) 中 第 三 式 积分 得 | 
pz—= pz 6 — mgt (8) 


由 (6) 中 第 四 式 和 (3) 中 第 四 式 得 到 


_ i ] 
podpe=— 7P d (sg) 
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《 式 中 as = Gr = const, csx 一 crs 一 const) 的 保守 系统 中 ; 


| 3 1 
#— 0 = Pro|- ` 


l (p2?—p? 一 一 上 Da 人 
2 Cp põ) 2 Py Sin20 sin20, 


— 1 Í 
一 2 — pn? — 
ne J, AET Sneg) (9) 


”将 (7)、(8)、(9) 代 入 (3)， 并 积分 ， 得 到 


— Pz — Pyro i N 
emsa, y= ie ity 
E t— L gt +z 
3 9 d8 
Peo Pta sin2g sin28, 


(10) 


dO 


—rr r rq 


8 
ejm, Ph, sin 2 Sin20 Sat20， | 


例 7-6 在 拉 格 朗 日 函数 为 


一 r= 1 Y Şant, n-ty y ossaa, (1) | 


S=1 k=1 3=1 k=1 


如 采 


n n 
Y a, en = DE (s, m=1, 2, ..., n) (2) 
k=1 k = 1 
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a. 


RIE URAI LAIRE F — 方程 


Ya sts gs) = O, D Gasite =o 


(s=1, 2, ..., ny . (3 ) 
f 证 明 ] “由 (1) 得 广义 动量 
pe 一 9 入 一 Nosh _ (O 
k=1 
出 此 解 出 4。 | 
i= Y Pserper . | (5) 
2 k=1 | 8 Š . : 
其 中 Y paara... y Ca Dan 一 Bon (6) 
k=l k=1 | - 


系统 的 哈密 顿 函数 为 


一 一 上 十 之 au Y MET | I 


s=1 k=1 


+) y Grpqaqh 


a 


-1% Y ù aan 


s=1 k=1 m=] l=1 


ED $ ensa. q k 
= By Yanira. Š Sonan p (7) 


2 =, = 8=1 k=1 


n377 。 


系统 的 正则 方程 为 


__9H `- 
和 = Yean bo 一 $ enas 


| (s= i, 2, =, n): (8) 
将 (8) 的 第 一 组 方程 对 时 间 { 求 导数 ， 并 利用 第 二 组 方程 ， 得 
qs: 7 Y D | b = — b) Y D. Cinta ú 
k=1 k=1 m=1 


PaRa ,并 对 s 求 和 ， 注 意 到 (6) RRA 


Jani- Y y Zeer ie- -Jen 


351 k=l m=] 


RATI 


Yeaaaresao=o s (> 
将 (8) 的 第 二 组 对 ! 求 导数 并 利用 第 一 组 ,得 到 


' — Y at = Y ù erspanpn | 


k= I k=1 mz] 


MARARA, ,并 对 s 求 和 ， 注意 到 (2)， £6), M 


2 G1sps 一 一 y 5 Yar; sCs kP rm Di > 


s=] k=1 m=] 8=1 
一 y Y y C rsi: s k P km Dm ° ` ` 人 Cis Pe 
k=1m=1 a= | n . 
或 者 写成 | 
. 378 。 


< em Pi wwasanqunanillih..auqnuuuamauamanawhunanaanmunanñiquayntunaaqqaniñiawawaimaaqaqanaayiasawis— 一 一 一 一 


s (a, :pstcs rpe) =O 


k=l 


(9). (10) 即 为 所 证 。 


例 7-7 描述 在 势力 场 中 运动 的 力学 系统 时 ， 利 用 非 退 
e, ZMH 
DRJ 


化 的 点 变换 gq; = feon, t) (s, h= i, 2 


客 朗 日 变量 (9, 4,, HERRERA, Ór, 
过 波 。 求 与 变换 相应 的 广义 动量 p Mp, HRR. HEE 


. 儿 坐 标 分 别 变 换 为 


(10) 


(1) 柱 尝 标 r，9 9 Z: X 一 rc0SY ， yærsinp, 之 一 之， 
(2) 球 坐 标 r,，P,， 0; x=rsin0cos@, y=ršsməsmne, 


2 二 rco80 时 ， 求 广义 动量 的 变换 规律 。 


[ 解 ] ” 设 原 变量 下 的 控 格 朗 日 函数 为 LCq, ,4 1)， 


新 变量 下 的 拉 格 朋 日数 为 PC0*，6s， 1), W 
LOs $r DS ZERON D, DER 350 


(1) 


rahe, a 
e O 
kE 


注意 到 (1)， 则 有 


p — Ñ 2L 27, _ f, 
AEEA Sna 


SGB XA, .与 pv， ZARAR. 
. 将 关系 (3) 应 用 于 直角 坐标 向 柱 坐 标的 过 滤 ， 


| G) 


我 们 有 
> 379 。 


¿= O% 0 dz | 
Pr Ba r t Prg, t pz dr | š 
= Pre P + p sin p x 
-gx |, ðY L ， 3z Ar ieo y 
= p, 0 + >p.“ 
pe= p sg + Drow Dp: ap |. a) 
== — Prr SNP + pyres p o 
dx 0 y dz _ . 
= 8 -DC< = p, 
Pe Pegg ' az 2 T `. 
X E (351 E SKRR E, 我 们 有 : 
= 2 ,> - +p 92 A 
_ ingoosp + p singsin p4 D0050 x 
gx Jy lazo po 
mb So terap 十 Pe3 和 , - ;7 
= — px=rsin8sin@ + py; rsingcosg@ (5) 


O x OV 03 
T Pegg Trago 十 Pa 人 


i = pzrrCOSOCOSP + pyrcos sin — parsing. 


Peo 


例 7-8 EADY AAR RWA ` 
5 H=( pi tqgi)F (p2, ps, Ao Pns. t) 
试 求 用 积分 形式 表示 的 系统 的 运动 。 

[ 解 ] ”首先 出 哈密 顿 函数 到 ， 建立 系统 的 正则 方程 
H (7-4) 4, 


4 = =2p F = | | _ (1) 


dpDl 
P) I git | (2) 


q, = 一 =(pł+qi) — (s=2, 3, s, n) ' 


oH 
dqa 

其 次 ， 用 通常 方法 解 正则 方程 (1)、 《2)、 6), (4). 
将 (1)、(2) 二 式 相 除 ， 得 到 


da =t, pdp, +q gı =0 T 
1 ' 


积分 得 C 
其 中 ww， 为 积分 稍 数 。 | l 
RORA EE 
Ps Tas O, ; G= A y ká riny +n) {6r 
洗 (5) 和 (6) 代 入 (3)， 得 ， 四 E 


mee Es BaD, sa 3, s, n): 
8 Í ` c 


Ds = 一 =0 (s =2, 3, =, n) (4) 


| EE 


| 
积分 之 ,得 


= aF. dt+p, (s=2, 本 w C) 
P q, AAG), (2), BA ` I a L an 
d( 2 )= Pitt ap] Hg) Jar | 


| Pı pi | o Di 
a RY i 
Ep . E o ca oi l Í 


° 381 .. 


; u r wa rr er ee 


积分 之 ,得 到 


_ [íq _ í 
te (2) |2Fdt 
qi pteC |2Fditp ) 8) 


由 (8)、(5) 解 得 


` qı =a, Sin [2| F(a, Gs, 9 p. qa, t)df+ /, ] | 
Pı =G. COS [2f Fca, Gs, *, Gn, t)df+ P, ] 


问题 的 解 为 (9)、(7)、(6)。 | 
例 1-9 已 知 p=gcosot 二 Psinot, #= pcos0t—qo 
sinot， 试 计算 泊 松 括号 (9 
[W] 由 泊 松 括号 定义 (7-6), I / E 


=99 3 IP 0? ` i 
一 q op 9p3g ` u 


一 cos@iccsot 一 二 sinor(—osinot) oa, 
== cos 2of 十 sin2ot 一 1 


例 7-10 已 知 p=9(p? 十 g?)， prte (o/a). HN 


qH BEGP, °). O 5 
=99% 09% IP IP | 
(P,P): dg dp Əp ðq 
= p' ° 1/4 — 0) „pat. = 907 


1 十 (p7075 IFO 
HPP 为 2 对 自 变 量 p? 十 gz 的 导数 。 
. 382。 


例 7-11 试 证 明 函 数 g, = pl +q, P= pi Fai p == 
(p, Pa) ERREAREN = apa 十 9i9: 的 方程 组 的 第 一 


[证 明 ] ma fr) 大 风电 9 ZT 
分 。 因 


2 tp,, m= Go, H) 


-$ 3H — 3P: 本 i N 


dga Ra ` ic Op AG a. | . 人 
po x | | 
a +(@,, H P, "H = - 2 2 3H 
| ( 2 ) 一 ( 2 m~ 4 3q» p. | 
| ope TH) , = | | 
| Sipam apa gi 一 0 i ` a5 ; . 
KP, 9 ,是 第 一 积分 。 . tO I | ATO RA 


Pi, Misika 实际 上 ， 有 有， 


(91, 91)= > a -路 2) ` o o 


=2( Paq: — .piq1) 半 0 
由 消 松 定理 知 (94，?:) 一 9 也 是 系统 的 第 一 积分 
例 7-12 斌 证 对 哈密 地 函数 为 . 


b) Flaa», pa) 


sz ` OU 
H (q,, ps )= 
NACA Pr) 
k=1 
. IBF > 


一 一 一 一 一. 


HIRARREMS Pa) Bae, 二 ps) 是 


第 一 积分 。 
[证 明 ] MUH AE A t(-DaiE9I, an 


Eir 


3: [felge p+)— Ho, pa) Pigs, 2] 


$. 


—([f qe, ps)— HGQ. .RR oo 


- $ 08. gio D 
-Ga Hti IPn * J) 
K Jan (rs: y 


= (92 H _9fa- 9H) p Q, 29, 3H 3P, 9H 
ddk Lr 0pr Oq; EZA 2 (Ps 


Of fa $ Palan Be pa) | 


m | Š P. (qa, H 


gue 


Ofe SUA pa OR Eres r Pay 


D polgi Pa) | 
m=] -i 


2 


“84... 


H) 


一 一 = 


dfe Y nlan pm) 一 9 Ü Š Pa) 


一 z 


Y onlan pa) 


N p= I (a yi š E L o 


| Of: $ee pp Èe Pm) 


=0 | ps 
例 7-13 已 知 力学 系统 的 哈密 顿 函 数 为 ， 


-i (pa pasing, )*] 
H ° ot + 十 cos g, 


险 密 顿 - 雅 科比 方程 ， 求 其 全 积分 并 得 到 其 运 动 规律 。 
[ 解 ] ”首先 利用 (7-8) ， 建 立 问题 的 哈密 顿 -牙科 比方 
程 ， 得 到 


aS 1|( 08) OE a (s 


2 oo , i, Ooi | 
—3 sing, ) |=0 E E (1) 


试 建立 


|<, 


909， 
其 次 ， 找 (1) 的 全 积分 。 设 
| e 383 - 


一 一 0 ift (qi) Tu (q) (qa) (2) 
Na: q FH3EIT Hih, wE Ta 


; ? 
QW z0 


于 是 (2) 可 写成 
S=—a, ttl) Erg tanga . (4) . 


将 (4) 代 入 (1)， 得 


(ae te — sing ) | 
2 Lag C8g ` 


— - 


TE. SREM aoo 
MS=~aitiagqgtasgs 


+ 
pi 


! . 
+Í oa —a2?— —! — 
y I 1 2 CB G, Ca; G2 sing: ) dg, 


(6) 


最 后 ， 利 用 (7-9) 得 到 
JS 


(7) 


sing, | 5 < | . . 
— a, + {G — GQ. SG: )-: — 
_ _ CoOs°gi (os aasi g1) 


— 


S nh 
b, = 95 — 
3 Ja, q3 E 
4 Cag aC) 
j 1 SETET 
Ci 一 4 一 —@& sing)? > `: 
"a 1 2 COS tg, (a, 2 SINg 1 ) 
_ : B _ | | E x . f i ' (97 
| S o | poa . < 
p = -9°_ | 
dq: 
= [iramaning [Gacos2gi 一 (as 一 zsgiagk)singr]、 
3 | I -o 
COS a [2m at= atg (as — asing: )? 
| =“ =a,, p|. = =ü; © (11) 
Pa Q C Pe 9 5 8 


公式 (7)、(8)、(9) 便 给 出 运动 规律 


例 7-14 已 知 力 学 系统 的 险 密 顿 函 数 为 
387 < 


Sin? 


AESA E BREEN RI 全 积分 并 得 到 运动 
规律 
[J ”由 (7-8) 给 出 问题 的 哈密 顿 - 雅 科比 方程 为 


as. (90,) ot (0) 3 


2 REN rss 
令 sint 寺 0，(1) 可 写成 
| JS 2 I 3S 2 _ 
1 as Ë d 1 十 (99 _ " o ' 
n O 0 . (2) 
s gg 2 PAKE s (a) 
分 离 变量 ， 有 
JS 3S 
-nF DT =h (3) 
(a ) + : (877) q: o k 
BS=ult)Fm Ca) Hwa lga), INR a, 
_ 1 ĝu | 四 
Sin; At (4) 
(a y. 人 =.) i 
由 (4 得 


- 388 =- 


由 (5) 分 离 变 景 ， 得 
| 2 
(FH) (0 2 = (We) Gra, 
1 ‘U2 
因此 有 


dw /oo 1 dw Jo 1 


Ji V 1—2h gi': dg Al 3h—1 `Q, 
积分 之 ， 得 x 


M ⁄ v. 


w 
z, = Ing (5 J-— 1 lng, 
! Je 1— Sh + w Ja a 


于 是 余 积分 为 ol 5 


S=hcost+ | 0 lno + Í. 
i CoS +d I— 5k Q1 4 


GI .-- lng, 
1 . 


3 一 
今 调整 积分 常数 ， 令 


(6) 


(7) 


R (9) 


a a 
Gy= = 
I—2h | 
| atta; Donni 
20 T30, 


于 是 (9) 可 写成 


Gi +a; 


Daya s tva; 半生 十 War Ings 


(10) 


_ pen | 
Ey | 


` 3.89: 


== e OoSf 十 . 
da* (2ar+3ay)2 i 2 wa 


Bp 


qı =eXp | 2 Jar (B-a kaa cot )| 


_ WIPO 
a= | 2 vai (8+ Go š 
例 7-15 “已 知 力学 系统 的 拉 格 朗 日 函数 为 


L= nii), 


试 建立 问题 的 哈密 顿 - 雅 科比 方程 ， RH 2 REDE 
规律 。 | 
【 解 ] ”首先 由 接 格 朗 日 丽 数 造 哈密 顿 西数 。 因 


p=% =li p =9L — 1 ds 
s ddi 2 2 2 04, 2 tgq: 
q =2p,q;, 4 一 2pitgga | 


于 是 哈密 顿 函 数 为 
| | 1 一 一 人 十 pi dr 十 D2ds， 


一 一 元 [4p?g2 +4p} tgqo] + aioosgs 


+2pig2 + 2pitgqo 
! = pig2+ pitgqI -qšcosq, 1... (I) 
其 次 ， 由 哈密 顿 函 数列 写 哈 密 顿 - 雅 科比 方程 。 我 们 有 


tE) e uea ) tsartaloosg=o (2) 


. 390 。 


”然后 ， 用 分 离 变 量 法 解 方程 (2), 令 
| o Samt wilg) twig OAS 
WORA, AA ap 0 


0g1 dG 


a[i- 的 下 =G y tæa r 


2 2 
a ) a) tgga + qlcosqi =0 


A= a, — COSg 1 T OW R x= k— ayqi. Ea 
gi 0 ` tega | 


MA "< ， 得 


Var ema dg azh 后 mal. dge’ 
°= 2 


ata 


S= — h + IVa, — dat] 时 da 
2 


最 后 ， 利 用 (7-9) ， 得 到 运动 规律 


kid 


ðh A ql)tgq 
A8 = Jd 一 | d: 1 ` o | 
N f da, | 2 Va — cosu OE 
, f gidg, 
2/(h—a,qš)tgq; | 


例 7-16 PUN05 36 38-TE LIL OE BIS ga g FJ i. 


(3) 


K. 


| (5) 


网 体 


391 $ 


”i 


质量 为 M， 刚体 对 县 点 0 的 回转 半径 为 6 重心 在 G, oc= 
l, 0G SW 3529 3648280. . 

[ 解 ] WUEBPSELBROPOSDL H B. WARNAE 
为 


T= M6 


势能 为 
V=—Mgl, cos@ | 


于 是 拉 格 斋 日 函数 为 
L=T-V = — M k36? + M gl, cos0 = (1) 
其 次 ， 由 工 造 出 哈密 顿 通 教 末 。 因 广义 动量 为 ` 
-ƏL ompa ü 
“9 ag MR*O 
 Àá— pO 
ERR REKAAN o 


H=T+V= -Mk?ġ? —M gl, coso . 


3 — M gl) cos0 © 


Aa., HARRAH , TETTEL 并 
求 其 全 积分 。 按 (7-8)， 有 | 


3 十 W (E) -Mohcoeg=0 (4) 


- $92» 


用 分 离 变 量 法 解 方程 (4)， | 
MAP À 5) 
ORAU), 得 到 


Tr 


ht MR ry M gl,cos0=0 E ` o 
TÆ 


= / 2M k? /ht M gl, cos p 


S=—ht+ /2Mk'| h Moloos0d8r: ~ (7) 
Wuakuiwakalaa 


h O $ UJ EM SSS  — 


KP WRSI ER, BD. C: aa 


tht -V2 | i 

例 7-17 在 平面 上 运动 的 锋 量 为 m 的 质点 汪 两 个 国定 中 
DARBH. 4 和 8 之 间 的 距离 为 2z。 相 互 作用 势 等 于 
三 二 一 (t: + 2), 其 中 ri 二 V(x 一 c) ?十 y?， 

-JGFJFJ R 引力 中 心 到 质点 的 距离 ,而 yt 和 ? 。 


ENN. 试 求 哈密 顿 - 雅 科比 方程 的 全 积分 。 
[ 解 ] ”首先 列 写 问 题 的 拉 格 朗 日 函数 。 联 椭 将 维 标 EE 


+ 393 


多 ”它们 与 直角 坐标 的 关系 为 3 n, 

"e= cchecosg, y=eshéeiny. v (1 
于 是 o a 
pE y: =, es (chšcos0-—1)' +c*shi sinn _ 
=c(ché— con) 


EZET CETS ty oes Tom) 
项 点 的 势能 写成 h 


pi y; x o E 
ES (2) 
出 (1 ) 得 ` 

| itpro HiAk omt 7) pou 
于 是 ， 质 点 的 动能 可 写成 
T = mc? (Ë+ Hichte oost) oÉ) 


于 是 ， Manai ñm apii Eo 
L= T— V = + met (Š + n? )(ch?é#— cosz29) + 


Go Ya ul x . €. . 

rugi -COSY ) FEF GD. 
N, AURREREN, 2388 ` 
DAPR zab y 


| Tuya Sme? t Kehto! 1) | 
— 3L _ — 2 | | 
7 pÍ — m (ehta 5 一 COS n) _ `, 
WT: . 
政 广 义 速度 为 


. 304 ° 


i= moneh Eoy 
一 Co0827) x 
| ñ (6) 
GT 
问题 的 哈密 顿 函 数 为 
H= =T+y=-1 mo? ( £2 + n2 eht £— costy) 
Caeni o e y T 
将 (6) 代 入 (7)， 得 到 i 
H= 和 _— 5 
2mC (ch*2—cos29) et chš—cos9) 
GT ü | Í ‘ey 
最 后 , 由 TEET R 
们 有 | E 
3S x 'əS 
ot E ANN ml 38)", MES ]- 
7 x 
二 一 区 生生 一 E j (9 ) 
令 全 积分 有 形式 


S S=-—H+u(Ë+u() °, ao) 
将 (10) 代 入 (9 )， 得 到 n 


一 针 kausa ua IE amt (859 '] 


- 395 . 


将 其 分 离 变 量 ， 有 
一 (3) +2?mc*`hch2ë+2me(y, +y, ché 


dé 
Jw : 9 . | ` | 
= P: +2mc:hcosg—2me(y, +Y, =a 
由 此 解 出 
mi mo heh iF amol Vi ty hma 
W2 Torii COS7 
y “一 4 一 2700 hcos’ +2mc( y — Y 1C0S7 


积分 之 之 ， 得 到 
w, =| 2metheht 4 + 2me(7, +)ehi— -a K 
Vom 
因此 。 全 积分 为 
 S=—htt |V zme hiret me( I Ty) hea dé 


RO Fame] = COS dn 


+ ame ntm, 二 7 \cosn d? aiy 


例 7-18 已 知 某 力学 系统 哈密 辑 - 引 科比 方程 的 全 积分 


a + [ZG aya, 


OR 该 系统 的 哈密 顿 函 数 ， 
[RI a Sak AEAT- -8), Hl. 


_ as % < ` 
H = Jt =a, f (3 x j x =: Ñ i p 


现 确定 MRA, H(7-10). 得 . 
aS 


ll 


p. = np, (a, — EIRE (s=1, 2, 1) 


3S É 
Pr” 37, =.Za, f, (qx) 


由 (2) 得 到 


Pa: `: ， i | E 1: 
G@Úe=6, y (+ . ( a) ' (S= y 2, t, n—I) | 


TOJ. 


À 


amati Bs tr 


Pa) (oy f: (a falqa) T” EPa- a = 


-S Flay aS 
TA . V. a : Mioa. 


将 (4) 代 入 (1)， 最 终 得 到 


ow 2 
H = Fy _ — Pa ` 
(292 RCA 
7-19 WER ' OR 


Qi=qi+pi, Q; =l (qi kgiTpitpi). . 


| 
d 


r3 0T: e- 


; (2) 


F- 


人 s), pa 一 一 te 和 
移 正 则 变换 。 | 
【人 解 工 ] 利用 (7-18) 判 断 。 我 们 有 ， 


ia, dQ.) = pidq i+ p:dq: 


i 
=i a 


rug 


B] - 12) Loo o (a )| 
— | tgi 2 ]— —tg-! 
É tg (和 ra £ D1 2g .dgi1 +2p dp, > 


Ha-i( )a qa tasa p pidpi t psdps) ` 


i I _ q | | 
=| p, ral | meate 1 S2 ) aga: tE 


aa 十 Datg (= Jipa, 


按 (7- Di 有 


`. | À. 


` 
四 -二 ` 
1 i o 全 


A. =p: ate" (2), A= pitate (2) 


D2 
| B tg”! q.) B =p te: (2) 
1>= Pı g D1 , 2 2 p° 
于 是 i 
24, = dA: _ 0 3B: 3B, -708s 0 
9qx 09 : Per ~ -ð Pı 
24; = ðB: = 0 934, _ 95. _ 0 
dpi Oq; i Op: jq: 


.398 +- 


OI] aiia 我 们 有 


= L XQ, DC 3Q, oP, | 
Tgi, q ]=—I[q;, 0 = -S 3da 29. e) 


] 


_ l ps ey y Pa 
=2q 于 atg (1) 0 
itla 3) (ar) 
l Pe s p Ds 


. __r J, 2P. 20, aP. 
Tpi, pal [pa， p= Y (889. ra Op. ap Ire) 


aS 
(=) (2) 
=2p l ` Pe [- — |=0 
2 qY q. Y° 
1 十 (2 ) 1 十 (2 ) 
= o P2 — P: 


2 
la: . p ]= y (2e — 
| Y 94 -OPi 0 1 Gg 


[q ;， px] = ' (99. Py 9094 ap， 7 Ë 
i E DAETA DP "Aps apa) EEn 


To 


d9 ， 


' a E í :oy + 
à = | w p ` W * y "y + š | à 
1 _ š. a : ` ， f | . f ' 


O . Q, JP, 
lani p11= Ya, pais a. a) 


EEP? MA 
[gz, p=% ca ape ) 


Oq; Pz Oops ‘09? 


人 


的 。 o- 
RECT- IRR 变换 是 焉 内 
nl FREESAT. 我 们 有 


. 2400 ° 


ðQ: 29, _ 


(Q, , Q,)=—(Q,, 9)= J (Q OPs 


=2q; ° pi 一 20191 一 0 


Pas P, )=— (Ps. Pi)= -2 


i 9P 3r IP 
(Q. , P ,)= -> (ze. On... E QP: | . 


IQ, OP, 
(Q š P.) - l dq IPs T Pe 


. 1... 
+ 3 


AP: Pa 


9 Jp 


EN 


JQ: 2) 
Oops Jls 


_ ðP, 90 


3p， NE 


gs 


a) = 


) 


2 


Qn Pos Y(R ape aae ape) 


$21 


(—-22.) L 

| "2 

a | P? | 
=Q, 一 一 一 一 5 im Po 


l ` 
> — . P2 _ = 1 
\ 1+ (2) J 
P2 


因此 ， 条 件 (7-2) 成 立 ， 变 换 是 正则 的 . 
例 7-20 试 证 变换 o 
Q, = vV 2gs cosp,,P,=./2o, sinp, (s=1 ,2,.… ,7n) 
是 正则 的 ， 并 求 出 其 母 函 数 U. | 
[8] 我 们 有 


5 (pda, 一 PdQ。) ` 


#= 1 


' | 
== X p|.dq, — /2qa snp,[ :Ze da, — V24, sinp,dp, ) 


= y (p. —sinp,cosp,)dg, + Y 2q|sin°p,dp, (1) 


e=1 #=1 


X 
, 402 。 


;Pe sin pcosps) 一 1 一 6082D, 十 sin2po 
一 28in&p， 1- 

za, Csin? p|.) =2sin? Da 
Ta i ` i o | 


故 条 件 (7-19) 满 足 因此 ， 变换 是 正则 的 ， | 


A 


Y oaa so) ed A, 


则 aU n: 


z r ， 
YN = Pe —sinp,eofp ~ s. : r 

3p, T LSN Meet oaia s A5 
由 (4) 得 | 


U= X ds Ca 和 ( 6 ) 
BE 
将 (6) 代 入 (5)， 得 x 


9 了 人 
2qgsSin p, T gaht p x 


j. 


B, f=const, 于 是 母 函 数 为 和 


U= > qs (ps inp, Web) 


例 7-21 试 证 变换 . 


. . Fa 
a r =a" 
+ ` wË g . . ~ " 
` : k; ) : -a Y- F | "i 
' 1 ` 
Q, = Ps 3 
8 I 


4 十 1 ) —qs, fs=—p: 有 2, … n) 


是 正则 的 ， ERREA Qe O) i SES 


[ 解 ] 我 们 有， ga 
| y (n.dgq,—P ,dQ,y- 


3=] 
\ iy ps ) _ |) 
= X [pedas tp a (a 7 二 idp。 da, 
8=1 
,| Y n. dp 
C a(a+1y5 


n ati \ " 


(Ga 十 De a ks 
Ai, hmi. PEEN” 


| a À 
= 1, Ps | (2 ) 
| i Š (a+) P L 
IRAU, (as, Q), RIO) Ppd. ET. M 由 变 
RAA, I š 
Ps = las tha)" a+) TETE (3) 
将 (3) 代 入 (2)， 得 — < 
一 alla) C tgi 
=- T A th) (@+1) 
(a+1) . $81 ` A 7 < ai Ë 


= 5 (qst+Qs) 


8=1 | N 


这 便 是 第 一 3 Bb 函数 。 
例 7-22 SARREN. 


= 404 


Tt 


(J = 2 sn(aa+Q.) .. 


试 写 出 正则 变换 公式 . 
ME: 按 (7-24)， 我 们 有 .. 


_0U, : I . . _ À . 
De 一 35 一 tcos(qgst 二 Go) i (y 


由 (1) 解 出 Q， Ea So i 
Qs =c —q.t | Ea (3) 


将 (3) 代 入 (2)， 得 到 


ar 
P.=— - 1 — N ° | 
3Q, COS (q +O ) ( 2 ) 


(3) 、(4) 即 为 所 求 正则 变换 式 ， 
例 7-25 试 证 变换 ” 
Q. =q: +lnps—e”s, P,=p, (s=1, 2, e, n) 
是 正则 的 ， 并 求 出 第 二 类 变换 的 母 函 数 忆 。(g。， 尸 ,) 
[ 解 ] 我 们 有 x 


Y (psdq, 一 PdQ,) 
s=1 -aa 


ps 9847 "ops)) 


M . 


一 Y { Ps dgs — ps (dq, + 
s=1 o B 


= X (—dp, tpserrdps)=d $ (一 De 十 Dueps 一 eps) 
因此 ， 变 换 是 正则 的 ， 其 母 函 数 为 ” “… !， 
` < 405 


U= y (— p. 十 paeze 一 ep 人 (1) 
8=1 


得 (7-25) 知 第 二 类 母 函 数 为 


F,(a,, P.)=U,+ Y Q,P, 
l =l ` ` 


#U= =U, RA (2), 14 


Palas, P.)= Y (— pe, ep) 二 ; Q. P. 1 
` (3) 
必须 将 (3) 的 右边 表 为 g,， P, RW. 出 给 出 的 变换 FIR 
£ P= Ps, Q, = 一 gs 十 lnpe 一 e。 B | (4) 
将 (分 代入 (3) 得 到 


P ,)= ) (— P, 二 Piere -ep 


# = 1] 


: F, CPF 


+ Y (gs Hap, —e":)P, 


= `š [P,(a,—1+1nP,)—e”°] 


8 = 1 


BIT-24 EARRANN RRM 
p)= Y $ eroaan sn Pao o u) 


F, (ge, 


8.1 p= 1 


其 中 为 常数 ， 试 列 写 出 正则 变换 式 。 
[ 解 】 利用 公式 (7-26)， :我 们 有 


-6 ° 


一 


prat 


二 


pE y Ga atsin(a nP) | o (2) 


dq: z, 
Q= 05- > srstoon (asf) 008 CP 由 G) 
由 (2) 解 由 P。 
x Pa 》 Piy) Gy 
其 中 O Yanama, Í (5) 
BORAGO, 得 — a : " 
RD) aola 1- => aer) 
i; _ (6). 
(4) 、(6) 即 为 所 求 正 则 变换 。 — .. | 
例 7-25 试 证 变换 | B Da 
x Q= IS a 一 Pi， P = =qı— 2p: Pi ES o» 
Q,== F e , P, = 一 ge 一 2p1 D: I 


ZEMKE, 3RHWS3EARONMERF,OD O Q; 由。 
[ 解 ] 我 们 有 


Y pada. — y P, Q, = pdg, + prdg 
&=x1 #=1 l 
_ —20, 0) L (pidp, 
(ci 一 2p1 ETA Pa 


-a m tr T M 


t4pıpatpa—dg)—=dpi]- (qs 2pi pa) 


ozi OTTA +4pipadp, 
—dq,) —4p;1= (p,dgi Tq, dp.) + (pa dq; 
+g, dp.) — QpƏipšdp i T+2pi pap; 
dk42pl p+ Qi) - — d (2pipa qa) 
2p1 pi—qi 2p1pD: —q> 


=d[pigı T paga — pipi In (2p pi —4: ) 
in (2p? pa — q2)] I (2 ) 
因此 ， 变 换 是 正则 的 ， 其 母 函 数 为 . 


=pig + Pad pfpi ls(2p1 p? 一 9) 
—ln(2p{pz:—q2) (3) 


FERF: 。 利 用 公式 (7-27)， 有 


Fs(ps, Qs, )=U,— Sna 


| = — pł pł —1n (2p1 p? — p) lal2pip— da) (4) 
AMARO), 6040033 r, OHER RNA 


q |) 一 =Q, 十 Pil， Cpp) kasuna 


(2p1 p; — : 
( 5) 


将 (5) 代 入 (4)， 最 终 得 到 


F, (ps, Qs, D =—ptpi+1n(Q, LP +h (Q, to) 
(6) 


. 408. 


pihe- 


a 是 正则 的 ， 并 来 第 四 灶 变 换 的 母 画 数 让 (ps, P,, D. 


例 7-26” 试 解 例 7225 的 道 问题 ， 即 已 知 第 三 类 变换 的 母 


函数 J I 
Fs(p., Qs, )=— pipi +ln (Q, +p) +t +p) 
| (1) 
求 正 则 变换 公式 。 x 
解 ， 首先 利用 公式 (7-28) ， 求 出 P。，g。 。(7-28) 给 出 
| OF, 1 ` | 
Pi =—39, K Q +p, | ; (2) 
党 . Fs _ 1 ， 
P|,|=—40, u Qator l l 3 ) 
92 一 一 3 一 2p8Du 一 + (5) 
RK, MU), OHO, Qu 有 
oœ l -1 _ ea, 
Tampa PU Q:=zpfp,-q Pr (6) 
最 后 , 将 (6)、(?) 分 期 代 入 (2)、(3) ,得 到  . 
f=qg1—2p1p2, f=qg:—2pip: . B [| ) ` 
于 是 ， (6). (7) 即 为 所 求 正则 变换 ， 
” 例 7-27 试 证 变换 aa 
Q,=—qgsps, P,=la|( 云 )pzo2] (一 1 2 n) 
| | . (1) 


[ 解 ] 我 人 有 Q C 


一 一 -一 --… 一 -一 一 


É. 


H. 


)) (p,dq,— P, dQ,) =% | psdgs—in( $ ptas") . 
s=] | — 


8=1 


‘(nidge —g,dpo)| 


Yi 
== y ps 十 psln ps Qs ` (dq s + y ln | + x 
D (Pet pstn (agag) aial a pq 


S=] ` 
(2) 

令 母 函数 为 U 和 - 

U a aa | | ` | 

tp [ata .") (3) 

aU l aa _ 

Op. =l gps ) Da 
由 (3) 积分 得 


U= VS oa 22) + anfi ngedas 


+ Flp] 


一 3 tpsa +para (| st) teetat Daleg, 


ee | ' a (5) 
将 (6) 代 入 (4)， ú 


| oa: —a hapi” atD 


Ds 


° (alag, =a) +A sa Miosa ' ) 


. 410 , | f I i f | . a 


$ 


Bh 0 一 0。 于 是 得 到 母 函数 ， 


U=U ,= Y [paqe + psgsln (Gap)+ p. (G +1) 
s=1 . 


' (qsings—gs)] x — (6) 


为 得 到 第 四 类 母 画 数 ， 利 用 公式 (7-29) ， 有 


Fi(ps, P Pe, = uY naa $ a. Qe 


O = Ñ pasta ($p3)+p. (a+) (alaq, —q91 
4 S 
+5 P ,Q ,= Y [Poga ln 
s=] S=1 
(z prast )- p. at) 1- > : 


8al j w 


e pagsln (= 1 pagat! ) <r Ý po pads (7 y i 
| = _. . 


由 变换 (1) 第 二 组 解 得 


l Ea I e° 


q. = (ae ?eps .> (8). 


x WORA, 8138043858 8 


` 1 
G +1 - 


F=- (a41) $ petae” Ps 9 


1 
a+1 


= (a+!) Y A asal) | (8) 


例 7-28。 试 解 例 7-27 的 逆 问 题 . 
[ 解 ] 已 知 第 四 类 母 函数 


| n 1 
| 了 a+1 
F.(p., Ps, D=—(a+1) Y Cae °p) > (1) 
| | s =1 ` _ | 


* 


按 公 式 (7-32). 得 a 
| F P 1 ` 1 
gs 一 一 一 9 Pa (ati) toe jat ° ggr. 1 
1 二 % `, 
| etl G+ | 
== (ae +) p. B | ， ( 2 ) 
Eua, q asi l 1 ; 
Q. =p, = (ot!) lapa) | CES (e °) ; es 
i | a r . . 
a+l . P ` Ong 
== (ap) 7) (3) 
由 (2) 解 出 。， 得 y 
fs 一 ja (a prqs’! ) 7 (4) 


将 (9 代入 3) ,得 
Qs = (ep, ya (ana q2) T= paqe (5) 
OJ (8) 即 为 所 求 正 则 TR, 


7-29 质量 为 m 的 质点 在 势能 广 = -的 作用 下 在 zy 平 
面 内 运动 。 试 就 齐 次 点 变换 


Qi=xy, Q, -Ge (1) 


RP MP: 的 考 达 式 以 及 第 二 is F, ae PO. 试 P 


新 的 哈密 顿 函数 如 "是 什么 样 的 函数 ? 


. 412 . ` 


OR 首先 求 P, 和 P。。 系 统 的 拉 格 朗 日 函数 为 


L =- m(t +4? )— ky 
广义 动量 为 


p ==, oE om; Mag 


HOA, y, 得 到 


(2): 


(3): 


E: 1. Z L 
x=[(Q1 +03) 4001? , y=[(Qf+Q8) —Q,1 ` - 


KOMA RSM. 得 
Q i=1y+“j, Q152 s 


x +wwkmnn amat”. 则 . 
p 2L_9L at g£ al $ _ 


(4) 


(5) 


= 十 -0 SEPE ASEN 
JQ: oz 320, oç 9% | pz ` x+ y ; 


° x . l 
TPozt Fyt 


2L* “29L Ji .3L 32 “x 


taS IQ: JË dQ: dh 99, “Pex +y 


-pry S 


dU 一 pzdx 十 pydy 一 P, dQ 一 PdQ， 


其 次 ， RB USER, (e P.). ROR 


Ped pydy— za Fy O Petan) (xdy 十 ydx) . 


z (xps— yp») (xdx— ydy) 


-Fy 
=| _ yY(ypa 十 xpm _ «(xps—; H |as 
C y2 +y? x Hy i 


x j: 十 Xpy) X 力 "一 
+|p,— pe n) Gp Jas- 0 
U= U;=0. 8 (1-25) 89 


# = 1 


Palgs, P=Ust X QP, -ojPi+g Pa (8) 


HORA, 得 到 — 
F(q, P.) = P EGIP = (9) 
最 后 ， 求 新 的 哈密 顿 函数 是". 羡 哈 密 顿 函数 为 ` 
= H=; (p2 + n) — -ky (10) 


AOMH s o 
p-=P,y+P, x, py = =P x= Psy Ea (11) E 
GD 人 GO 得 到 * . | 


H*= (+ )C Ph) — -ky 


再 将 (4) RAER, 最 后 得 到 


1 1 


H*= 1 (QI+QD*(Pi+ Pl — _AT(QiaQi j2]? , ` 
(12) 


414 < 


例 7-30 变换 . 


ka. 


w—- a 


= EN cos, x = sing, Xa = (¿—m) 
| G) 

ILT MEEA ARRI SURRE, 来 广义 动量 的 变换 公 
式 
| Dr, Pa, (Z, 9, 9, ps, ps Pr, t) 
确定 变换 的 正则 性 ， 并 求 出 母 函 数 U 。. : 

LAR] 首先 求 pz (É, n, P, Pe, Das Pe, H. 将 (1》 
各 式 两 端 对 时 间 上 求 导数 ， 得 到 | 


Ë, = n+ 15 csp—VET psing 
VE | 
2 一 2 a anpe posp | : ( zY 
2 EN o 
5 一 本 (一 分 | 
设 新 变 最 下 的 拉 阁 朗 朋 函数 为 L"， 风 有 
ƏL 22, 1 / oogt 
-=$ 22, Jå Pe, 2 £ ORP 
hasa. u a 
3L VY aL at 1 /£ 
aT dž: gi ap yo 
x >= 1 (3》 
十 pz 了 Ssing—ps, p3 . 


“ 415 ° 


- 3 | _ . S . 
s L Cd p; EN sino | 
* 及 ° | 
09 = JP 
十 peaw En coo 、 _ 
出 (3) 解 出 p。， , 得- ' I a o: 


A 


_ 2. 
Dsi” 一 二 十 (pe 十 pi cosp 一 -J s= sino 


pe = 


Pz: = Lsn (pe 十 py)sing 十 /EF cos? | 


(4) 
EEN 2(Epe 一 90D9) . | 和 | 
px I = £ +T x | | | : | 


其 次 求 变换 的 母 函 数 。 我 们 有 
„dx, 十 peadz。 ee pet 8- Pa 一 prdy 


_ 


EFN (p+ p)eosp— F En rnp) 


— 


: (ae cos P ~ -JEn sinpdp ) 


2 SET 1 
+| Ku oemang+ py eee]. . 


i ) 


2s) 1 Leag- im) = pia — — p dn 


| 一 Ded9 一 0 
, 效 变 换 的 母 函 数 为 零 


各 


例 7-31 umama E 


Q= +In(tpa"), P = -pga(1 十 ta G). 


试验 证 变换 肯定 是 正则 NR. RER 方程 组 的 险 W 顿 孙 一 


[ 解 ] 利用 (7-4)， 由 到 原 正 则 方程 为 
-3H 9 _ 3pq° 


欲求 新 的 方程 组 ， TEO) 两 边 对 时 间 求 导 孝 。 PAM o, 


FFP 


tr +a’ pato 


P ” 3 . | l 
+3tpq? ` 4 ge 0 | ` 
21 . 
| | L 


b= (bq? tapa He 十 pas te hte = 2)g7*ġ] 


1 


re 


q :二 3p0a IE) U Her) Ha'e eat o o 


nET ` 
内 此 ， 显然 变换 是 正则 的 ， 并 且 新 的 哈密 顿 函数 
N H °= 0 _ | (3) 


三 3 a 
1-1 TEE A eie RED H 西数 为 


L l > 
| L= 4 + qq 
试 求 系统 的 哈密 响 冰 数 有 


x $Y , Hebat hotta ++ qia Q: 
1-2 已 知 旋 学 系统 的 动能 为 . 
| r= yaq D+F +H) ETD] 
势能 为 
arpa —q1g2) KISS 
试 求 系统 的 哈密 顿 函 数 HH 


答 (pi +p? 十 3p tpi 2pips —2p: pa) 


十 2(q8 十 9 一 aa) ty Citai) 
7-3 BARZ 自由 度 系 统 的 动能 为 
T=[(4,—4, )* tatit] 
其 中 0 为 常数 ， 势能 为 


F =acosq,; 


ARARA kusi 
. H= 


@. 


一 5 oa (i +p)’ +n +acosgs 


. 418 - 


T-4 BAOEN SRA DEA RERO | D 
o =aġ} + (c? +b? 008? gq1)9 
x 其 中 C、 - 议 宁 这 有史 有机- 
| 答 : H= qarit K Fs 
` 1-5 已 知 某 三 EE 
。 eth 192 +a f, ja +4 i, j: EMET 
| ELCA taa) -Begi =q) 
x opa. DNB, 试 求 该 ARAARA, E 
| | 5, H= 7, FE gp tard 0 0 -z Fao É 
s _ | Holgi Taz) x o | _ | Mg " . 
7-6 忆 知 力学 系统 的 哈 4 GES 
H=; (p? tD + F(a Lg)? + ratay 
其 中 o， b 为 常数 ， DORIARRA RHM B KAL: | 
É w. L= (9 +42) 一 全 (oo At) 
1-7 已 知 某 二 A IERE ASTA TN 
| l P? 
| H =t COE soosq: 
z hawk, okt RL, 


管 L= 十 人 Sn ga) “20089) 


| . 419 加 


— 


Ta E AJO SEIR kuka Sg 


] 十 
= L ptp telg? +q) 


hayka, ARARRURMDA SL. 


Ze, J =—(q! Tq: X4iT9;—2a) 


1-9 Pk E tE Ekim Busy 
| H= Dipz 十 G19ga | 
试 求 该 系统 的 拉 格 朗 日 函数 工 。 
| 管 . L=ġ, q; qrrq; . o ` 
7410 质量 为 mÉ NR ÉS Ao ERS 


”的 光 沟 求 平 管 运动 。 不 计 小 妹 的 大 小 ， 建立 和 求解 其 相对 


运动 的 正则 方程 。 
ge, ME R yË. 正则 方程 为 


¿=-Dz_ p =mo?x, WL H x= Ae: Best, x" 


m 


Á, B 为 积分 常数 。 


TH paree TEETE HELENS 


z. 
K- z REKKEN m, EKAT, msnsaxaye; 
IA 806380 % ， 


H = PAT. ` mglcos? j - oa 


I 


ENIRI ` 


p= i | += —məlsinp 


7- _12 RR H UTES ATI B sh ša 动 的 焉 则 方 
420- 


i 


` 
F., . 
< yp = £ 3 , p,=0, j=, Py = 0 z == pz 


b ,= —mg 
1-13 质量 为 和 的 质点 在 引 仙 国定 中 心 的 引力 场 中 运动 。 
IRINA DALEE DOER EN. 试 建 宙 质点 运动 的 正 
则 方程 。 . 
B: MORA r, UENRA), PC e)” XU 
Hh x 


P =— Er, Por=0 
mr sin 2 0 M | 


7-14 RIRFI TB YESI SAKA. HETE 
“ 则 方程 。 三 原子 分 子 可 当 作 光滑 水 平 村 上 的 用 刚度 为 ,和 cs、 
” 瀚 弹 管 联结 的 三 个 点 质量 mi ，m2，m。 

答 . 设 三 点 质量 的 坐标 为 xi， X2, Xs, RENEO 


H= Pi, 十 _Pa Pa + n Ds tc, (2 一 x. y 


a -2M 2M ‘2M, 2 ` 
十 -了 cz(Xa 一 %a ) | | `. 
` " f 4 

正则 方程 为 x 

i = Pu, b =c (kxs—x,) 7 ° 

mı 
L. 
421 N: J 
.. | p+ > . ; 


4 _ - 


— m.’ Pa=— olxa kears) 
2 


Om,” b= ewe xs) 
7-15 质量 为 的 小 重 环 沿 质 量 为 
M. 4629 RI836W ERAMA, 
IEEE REA EEA 求 哈 密 顿 函数 ， 
| 建立 并 求解 (用 积分 形式 ) 系 统 运 动 的 正 . 
. 则 方程 ， 


8. TE 
FOO Hok Te 
oO WE o ENNEN 
l > pe =. 
- -2 ' Pe | s | 
i= Dy oy 
| | mR p = m R* sin. Io +mgRany:, 
&#j °  —_ ` u 


-Pr Pre, pr 一 人 (23 一 一 Be o pho p Po $ + .. 


sT ny anty, 


+2m treeny -amiota + 


"4 


4 — 2 2 _ pro P 
j to=mR [G2 ` Sin + n > 
` ' —2m?gR*co $o ) * dt ` - e 


t 


p-p po o pa 
p—P, -pe a sint T sn. 


2 422 ° u 


-=i a 
+2m? gR*cosp— mt oRrooey ) dy 


| 7-16 项 量 均 为 m 的 两 个 
-相同 小 球 彼此 之 间 用 刚度 为 c 
 ' 欧 弹 簧 (弹簧 看 未 变形 状态 时 
等 于 1 ) 联 结 ,可 无 摩擦 地 沿 管 — 
FHH. ELJAR He | Ay 
E R A, ANER AE , 试 求 kd 
系统 的 哈密 顿 函数 ， 建 立 两 小 x E 
SERERA TERNE. o M-o 
. H=- (ptp) -imo atta ) 


Phea- — x =l) 


a- 


= ， ji=mo: telami J o 


m 
4 = te, Ë | = mo x. (x =i l ) 


7-17 相对 论 力学 中 具有 静止 质 E mo 的 粒子 在 无 力 场 
下 的 拉 格 户 日 函数 为 


L= —moc° Yii tt 
其 中 。 为 光速 。 MEEME 
=c mic t p+ pip ` x 
”其 中 当 v=0 时 ， How. 证 立正 则 方程 并 来 出 入 了 的 
运动 规律 ， 
答 ， 正 则 方程 为 
t=cpa(m8e?+ pt +p tp?) Z, Ps=0 


F 
s 


423 。 


* 


。 j= =op(m}0? +p} tpt + ‘Py=0  . 
¿=cp.(mhe* +pz+ ps 十 本 家， 一 0 | l 

运动 规律 为 — 
Pa Pros n = Pros» ps= Pro 

E z=spa(mkett phi plot p) Titas g o 
yeprol mer+ ph t pyot pls) Fita x i š 


=cp.T (m c?°+piotpiot pio) : Fitze. 


7-18 ANE HER FESZ DTE FEER 中 的 拉 格 
包月 函数 为 5 


L= ~—moc: 1 1 一 一 Ltr 92 +r tps") - + y 


Ez. 


数 。 
$, H= me L pš | Rš ` Y 
H: — moc tpr r? risih 20 l r 


119 ”质量 为 m 的 质点 在 均匀 重力 场 中 沿 半径 为 及 的 光 = 
” 滑 球 面 运 (球面 机 ) kman RAS TE 


则 方程 


H= + t+mgRoose 


— pe 
2mR*sm? p 


ah, 


= 名 


424 


kimya u .为 光速 。 求 粒子 的 M E 


i e er e n. s 


2 x E 
0 = Do ， 一 一 DecoSC_ 十 mgRsing 


mR? mR’sin?g 
3 — Me _ i = | ° 
P mR ?’sin?o’ pe = 


7-20 ”质量 为 m; 和 ms 的 质点 用 刚度 为 c 的 弹性 杆 联 结 ， 
位 于 交 消 的 水 平面 上 ; 杆 不 弯曲 ,不 扭转 ， 在 未 伸 长 状态 下 
长 为 gc， 杆 的 质量 略 去 不 计 。 试 建立 系统 运动 的 E 则 方程 。 
从 :系统 质心 坐标 (xx，y )， 杆 长 >， 杆 与 ox 辅 严 角 0 为 
三 义 坐标 ， 则 | 


(Pt; (Pit Pt). 


r* | 


H=, Faz) 
te(r—a)’ 
其 中 p= pe 
1-21 求 按 万 有 引力 定律 相互 作用 的 两 个 质点 所 组 成 系 
统 的 险 密 顿 函数 并 建立 正则 方程 。 取 系统 质点 翟 标 x，y， 
z， 两 点 间距 离 r 和 角 9， P EEREN E. 


>: — 


Ymm | 


H. bo)" r 


其 中 g= MM 
ü m Fms 


1-22 具有 固定 支点 的 对 称 陀螺 (A=B 关 C ) 在 均匀 重力 
场 中 运动 。 陀 螺 重 心 位 于 动力 对 称 轴 上 ， 距 支点 距离 为 e。 
试 建立 陀螺 运动 的 正则 方程 ， 


420。 


管 ， 取 欧 拉 角 罗 ，9，9 为 广义 坐标 ， 正 则 方程 为 


p, poCOSO 。 
h = : y = () Tiun 
á Asm? gA Py 
¿= Pa, p= (py — pocos )( rcosg 一 pe) 


A Asn? 0 | 
i x +mgasing 
= Po (pspeCO80 )cos 
C Asin ° 0 | I 
1- -23 REJ m: I HRUE E H Ò B HEFT 
A 38. Ç, WREATHS E J A P N a R 3. 
k 取 刚体 质 DEH, y，2 及 欧 拉 角 多 ，0，9 为 广义 


py~=0 


= 上 2 2 zy Ps | 
Im (pz 十 py 十 p2) ' De + ei Alp? 


xX Si 20 +C p, — pecos0 )2] + ( B — A)[ pesin ocos P 


T24 TRN MRE bb: nis JER J KO I SJ. #4 
为 r、 岳 最为 m 的 均 质 圆柱 可 沿 与 水 平成 4 角 的 楼 柱 侧面 无 滑 
动 地 滚动 试 求 系统 的 哈密 铭 顿 负数 ， 建 立 运 动 的 正则 方程 并 
求 其 解 。 | 

T MWER ME, BEA Ti P Nu S ASTA, 
316 3 N 45 3 7 


-— — „mm... — . .— -— IMO 


omr’ [3M + m 1 + 98in 2 a )] 


H= 3mr° p+ X M+m)pi—ám: “p+ pecosa 


, 426 5 ， 


—mgrPsinag 


题 ?-24 了 图 


正则 方程 为 


T G SO 
_ JPDz7r 一 DeCOS( à ,=0 


rr[3M +m(1 + sin + 2sin ° wT” 


-—_ AU M+m)pe—2mprcosa 
0 一 9 一 z ' = . 
mr (3M +m + 2sin2a)] ° PeT Sr SIDO 


其 解 为 | 
| Pr Dz,,) pe= p, Tmgrtsina _ 


x= x + 3pzo r —2psoÍ cosa Jt —mgri`sinacosa `. 
r[3M +m(! + 2sinša )] | 


2(M+m) (poott Tmort? sina) -2mp ortooša 
9 二 ?一 一 一 一 一 — 
°  mr:[3M+m(1+ 2sin2a)] 


1-25 ” 试 求 双 摆 的 哈密 顿 函数 ， 并 建立 正则 方程 ， 双 所 
由 质量 为 m 长 度 为 /的 两 个 相间 的 均 质 杆 组 成 . 

答 ， 取 两 杆 与 铅 垂 线 夹 角 9， 为 广义 坐标 ， 则 系统 的 

密 顿 函数 为 o 


6[pš+ 4ps —3popecos(}—P)] _ 
H= C To yp T mgloosg 


. 427 » 


—mglcosy 


了 -26 力学 系统 的 拉 格 妆 日 函数 A L= L,+ L +L, 
其 中 


n n 
L=; Y ÑX asla, 1)q. k (ask=CQks) 


3=1 k=1 


L= Y b.(q, 1)9., Lo= Lola, t) 
9=1 | f B 


SR EA AA EHI By 26 3 A 340, 
rt Y Y p,p pa- 5 MA 
8=1 k=1 ` s=1 k=1 


oai Yb Lat, +) 


其 中 pus 为 算 隆 lo NEETA. 


1~27” 试 建立 有 4 个 自 由 度 保守 系统 微 振动 的 正则 方程 
在 线性 化 后 ， 保 和 守 系 统 的 动能 和 势能 均 为 常 系数 的 正定 二 次 


型 | 
] | . . 
T= y Si, 
S=1 k=1 ; 
] H " 
= DE (Gs =G... Cak™Cke)o 
s=1 kK=1 
n 
答 ds = $, PsP, == Ý ena 
k=] 


~ 428 - 


其 中 ps 为 矩阵 las | 的 道 秆 阵 的 元 素 。” Ye 
1-28 系统 的 拉 格 朗 日 函数 等 于 š 


E) Jest. Q +Y, (1t)gs 


其 中 as 4 二 04 是 常量 。 试 求 该 mamawa, BWEN 


的 正则 方程 并 求 其 解 
答 ， 了 哈密 顿 函数 为 


H=} Y Yean boa, 
s=1 k=1 


正则 方程 为 


= É 
T | 
k=l 
b 


其 解 为 


ps=| bs(T)dT+ ps. 
“0 


= X Pafi podr 
其 中 p，。 ,为 矩阵 Ja snl 的 3 AE EE 63 , 
1-29。 EB 8 Dah ERR ER TRA ARAO 
H=- (Pit pit p+ (ost By +yz) 
求 振子 在 柱 坐 标 和 球 坐标 中 的 哈密 顿 函数 。， 
答 ， 柱 坐标 中 的 哈密 顿 函数 
`: 429 * 


“H= ! 2 PS 1 2 nn 2 2 
et 


| | | + ` o ka > : a 


..  .. ` 


. RARER E Bi 8 8 ` SNOT 
| š ne 
H=-- [p 二 有 n: j+ 
Im 


— ar? sin? gcos? P . 
rsin ”0 z) Fte 55 


十 pr sinzgsin p+r? cos?0) 


7-30 AETIA RESANO OAEI a Me 
顺 函 数 为 x 


ww.  —S—— C `w 
. 


| Ht mera PT 了- 


Rpm ARERR, o 是 光束 了 是 引力 党 数 。 来 质点 在 于 
坐标 中 的 哈密 顿 函 数 。 
. ç, H=c/ mie prt- Pi -十 7 _ 


的 


piroioD 四 
用 坦 接 积 分 正则 方程 的 方法 求 系统 的 运动 。 


£, q = A,sin(o ,t-+a,) | . | 
| p= A,ó,cos(o tira) O (s=1, 2, +=, a) 
了 -32 已 知 某 二 自由 度 系 统 的 哈密 顿 函 数 为 : 
| H=_£i Q pitqi | 
pital 


° 430 ° 


试 建立 系统 的 正则 方程， 六 用 直接 积分 方法 六 解 运动 


) 


< a= mrt, ). q? =a sn (A 


D) =a,ycos[- 2 2 


其 中 o, ， B, WETT 常数 ， 

1-33 a: BHDSE(K,, p.), (Ks, Ko), (xo ` 
K,), (K?, Ky)(i,j 二 1，2，3)， 式 中 x1， Xa， xs, Pig 
Pz, Ps 是 点 的 直角 坐标 和 动量 est, K,, K,,. K ,是 相对 
坐标 原点 的 动 贡 和 矩 分 晤 ， 而 人 一 K+K} +K? 

， F: (K;, ps)= (K,.K 了 一 《xy， Ks)=0A Ki, ps) 
==—(K,, pı)= ps, (Ks. p1)=—(K,, p.)=px(K,, o 
p|s)=—(K.a, ps) 一 pi， (xı, K,)=—(x2,K,) )= Xa, (xs, 
K, )=—(x,,K,)= x, (x,, K | )= —(xs, Ks)=%1,(K,, 
 K)=K; (K Ks)=Ki,(Ks, KO=K,,(K’,K,)=0. 
O 1-34 已 知 9=g? 十 p?， p=tg "£5 S 试 计算 泊 松 括 
BP, ?). . . u 
E, (P, p)=2 ` 
| 1-35  BMP=q, P=, Qs, °, Qa, Du; Po, 

*…，ps，1i)， 试 计算 泊 松 括号 (9, Y) : 
Æ E, p=- 


. | 7-36 BAP =g, , $= pe(s, R=1 2, ...., n), 试 计 
” AMRES, P). a 
. | 4 < 431 可 


s=k 

| s= x x 

7-37 已 姑 9 一 2Ca li， pi), #=F(Ə@(q, , pi), qx, 
kas qx, P2» "°, Pn, 中 试 计算 泊 松 括号 (9， y). 

 & O, p 


x (1 
>, (P, -ar| | 
| : 0 


1-38 已 M9=00s Y (oita), b=sin| Y (n; + 
. s =1 . a’ | 1 . 


十 78) | REE, D O 
7-39 已 知 9= 了 1(9(94, p.)), p=fa(g9Cqgs, P. e 
ORHANA, P). 


7-40 BA ?=9| Ott |. p=% 


Y (p: 
+a), BREKI, Y). 
E (P, ppo : 


7-41 函数 9(9， p; 1) 是 循环 坐标 为 qx amane 


x op o° p pa 
HRR. AE R TA K: ， 


方程 组 的 积分 E ° 
、 7-42 在 具有 n 个 自 由 度 的 险 害 额 方程 组 中 坐标 gi 是 短 - 


. 环 坐 标 。 试 证 方程 组 的 2n 个 独立 的 第 一 积分 可 表 成 w= 二 gi 


—F(gy, Pe,» t), ws=F (gy, Da, t) (一 2， 3, ee, 
I 2432 + x š | | ° | 


` 


2n; sl 2, <+, n; 7 一 2，…， n), 其 中 函数 Fh(9y， | 
pe, D(R=1, ，2，*…，2n) 不 依赖 于 循环 坐标 g1。 

7-43 RENERE 

= H= ~H[f(gi, q2, *, Qa, Di, P2, * ， Pa), 
Gmt», dn, Pmi, °° Pn, tl’ | | 
WJ 38 KiWPR 32 G., d2» ° dm, Di, Ds, °, pn) 是 
第 一 积分 。 . ` 

7-44 WEN AERAN x | 

H=H([9@ (qi, pi), ***, Palan, pa), tl 


前 方程 组 来 说 ， 函 数 P.C PA=, 2, —, DRE 
m. | 
1-45 试 证 对 哈密 顿 函数 为 


Y. Pala, 2) u 
H= f EJ 
EDX EACH 


8=1 ' 


(thy, 和 4 是 常量 ) 的 方程 组 来 说 ax k Palae pe VER. 
一 积分 ， I a A .. 

| 7-46 给 定 两 个 函数 a gs, Ds, Shoe, Pas 5. 
HAWER ， 


Sm (u, Hy= 9? P (9 H) 


U ` a. 
t 


试 利用 函数 mg， Ps, DRP., Pe, mwa was u 

HHC qs, . Ps, DEP RE. f 
答 ， wC ga, Pa, t)— Plas., ESE 
1-41 ”函数 w(q。,. ps， DAEAR 


“a 


~ | | | O 1433s 


Btw Hy= =D 


RANERO, Pa, PAOA H Cas. 
ps， 4) 的 正则 方程 的 第 一 积分 
提示 : 利用 布 洼 松 条 件 (7-7) 解 习题 7- -41 一 7-47 。 
| Z, wlqs, Pa, H- SIO dt 
7-48 已 知 力学 系统 的 哈密 顿 狠 数 为 


1 p ， 
H=-( H ) sm 
5 pit COS 2 二 SIN gi 


试 建 立 议 系 统 的 哈密 顿 -牙科 比方 入， 并 求 其 全 积分 
”” 答 ， 全 积分 有 . I 
S= d tea +| Vz —28na, — n 
7-49 EEA AEREE STAS u 
=-,-(pi+qicosq,) q;+ 2 Picosgs x 


SEREA 并 求 其 全 积分 。 
x 答 : 全 积分 为 


S R [2 al—qicosq, aN Bra a, 


COSG 2 
7-50 ”已 知 某 三 自由 度 系统 的 哈密 顿 函数 为 


H=pi+sing, 十 (pa+ pscosgqs) i 
q? 


| ” 试 克 立 系统 的 哈密 顿 - 雅 科比 方程 ARRERA 
 # ARAH 


S=-la, +a Dt+t | ai—Sing da 十 二 as 
asqa —Ga8inq; 


a 434 `. 


7-51 已 知 某 三 自由 度 系统 的 哈密 顿 才 为 


iina | H = pi 十 qi + PHE 


试 建立 系统 的 哈密 BIRER. 并 求 其 全 积分 。 


S=—h+ thai h—ct =q? + (hen) 


1 Qı | 1. | 2 C . C 2 
arc Sn — === | 十 一 ci1 | q> 7 q? 十 上 23、 十 一 2 
~ htc? 2 l e: | 


qc zë oCs C: rech_2acl 

arsh- Yee tas ay q3— | F: I 2 2 

o H Ph, Ci, ca HERRA. ` 
Da 7-52 EARISRARIMEMERO 


H=£ pi_ l (=+ + på r) 
| qt qi q? KELE 


ELORN 险 密 顿 - 雅 科比 方程 并 求 其 全 积分 . 


A ay at — sa 一 a, 
qi o h 


六 è 


arch a h AEE 


G a ' 


a, sreh Er 本 Gs qs ` 


3 J 


4-53 E AJ ER BER RARO 
pi 十 ps p 
À H = | +E Fa + (pit geto] 
法 建立 此 系统 的 哈 入 -共和 比方 程 ， 并 求 其 全 积分 * 
$, S= —kht+ Í. 2 二 0 一 dq, ` ' 
tva intoa 1gs+ [Va q: um dge 
其 中 及 a, a 为 任意 常数 。 | 
1-54 已 知 菜 二 自由 度 系统 的 哈密 顿 函 数 为 ` 


H=-pitsin gl 十 Pi 十 cO8 gs 
| Pian 91 十 万 :一 608“ qx 


Wayiimi Pri E, 并 求 其 全 积分 。 


答 : s=—n+|/ 一: ED Ti dq, 


(p a Ura 
+f -一 08 dge 


其 中 h， a 为 任意 常数 ， | 
7-55 CAN FRANREM TAKN 


h E * [= } (e+ La) a 
| 斌 建 立 此 系统 的 哈密 邮 - 牙 科比 和 和 并 求 其 全 积分 


. 管 ; S=—httv or G, Ing: + LEE ie 


Rhea JER WESSi 
7-56 BAZE MARANER EARO 


< 436. 


一 下 上 -一 


本 
| L= 4q? + 4q? 3q1q3 +Í (aa) o 
”其 中 矿 是 任意 连续 函数 ， 试 建立 此 系统 的 哈 BA-ES 
“” 程 ， 并 求 其 全 积分 
管 : S= + lar ig +I VÄT: (q Jag} 
x x dg: 


q2 
1-57 某 力学 系统 的 拉 格 朗 目 函数 在 球 坐标 中 为 


me t+rt6tsnt9]—af, (8) È 


h oyo- 0) per) 


其 中 a，6，B 为 常数 ，f/，，/，，f;，f 是 任意 连续 活 烤 。 试 
建立 系统 的 哈密 邮 - 著 科 化 方程 ， 并 来 该 方程 的 村 积分 


. ` 管 . = httarp+t 


rr ， 


fsto)1do+ fY fi- =F, oE 


RPR, ap, O g 为 任意 常数 -: 
1-58 某 系 统 的 哈密 顿 画 数 为 - 


q 


| ú 4 入 E | ° 
Khai. HIE SLR ARAS EBER EERE. E. 
AH HRH. _ x 


L. 


a OS 1 Os -7 — - 
atala 2 


ot àq 
其 全 积分 为 x 
a =+ 2 sm ce 
RH o 
| | t. . 
W > e SEG+B) 
x p=./ 2m he , q= hala w. m m a. 
哈密 顿 话 数 为 万 = h,- 


T59. AARRE ERRAK EASES 
HENE. 


a 


1-60 angs Renk KEXI 的 


Ë: 数学 摆 的 运动 规律 (用 积分 形式 )。 


* asi 5 "| TE oo 
a=! /2m(h-rmgloos9) ` s 


”其 中 有 h， BARAM, PNBSRERKM. 


7-61 两 个 质量 为 m 和 好 的 质 点 被 一 ES k ik 


”和 连接。 质点 如 在 光滑 的 水 平 桌 曾 上 运动 ， 而 质点 M 位 于 从 课 、 
” 面 上 小 孔 穿 过 的 线 的 悬挂 端 上 。 假 设 质 点 M 只 能 HUNEZ 
” 动 ， 求 系统 的 哈密 顿 - 雅 科比 方程 的 全 积分 。 ”~ ° 


E MURRU mi KO. 02 SU, 全 积分 为 


ile 


| rg 
=-—+a0+]V 2M +m) [ha 


ahh, a 为 常数 。 


7-62 试 建立 质量 为 全 、 kA 为 21 的 均 质 村 在 均 各 重力 
场 中 的 哈密 顿 - 雅 科比 方程 并 求 其 全 积分 

O E, 取 杆 质心 坐标 x，y， z 及 欧 拉 角 ， 0 为 广义 坐标 ， 

险 密 顿 - 牙 科比 方程 为 


Stan Se) PME | 


- È. 


D a e 


其 金 积分 为 
UEN | 
S=-u+textaytas+ Vi" miaj= 2 T gd0 


. 
smig t (Qmh— oma; —a}—aj— 2m? gay 2 


"Ras, dy, de, 0p, PHRA RES 


7-63 ”质量 为 m、 KED IB AMREF 
运动 。 平面 以 匀 角 速度 @ 绕 固定 错 垂 轴 转 动 ; RA BA- 


O 牙科 比方 法 求 杆 的 相对 运动 。 


答 ， 双 杆 质心 的 相对 坐标 和 , 匀 及 社 SATMADI 
义 坐 标 ， 则 哈密 顿 - -牙科 比方 和 的 信和 分 on 


.* 


=—it+|y 2m( 2m[ h — -astmat er | 


M +a, —mgn) an+ fy EE o? cos *0 — mË 49 


HPA, “Ge, On, xs 为 常数 。 


= 439 ° 


P 


ka. 


7-04 具有 固定 点 的 对 称 刚 体 做 司 性 运动 ( 欧 拉 情形 ) , 
“试用 哈密 顿 - 雅 科 比方 法 求 刚 体 运 动 规律 (用 积分 形式 ) 
答 ; 取 欧 拉 角 凶 ，6， 9 为 广义 坐标 哈密 顿 - 雅 科比 方 
程 的 全 积分 为 x 


S=—h ta, +a P+ | 
+|y 2 Ah— A ag- 


garg earo)" do 
由 此 可 以 求 刚体 运动 规律 
1-65. 已 知 某 力 ET 方 程 的 全 积分 


、 为 
| S=-—a,| fdt l ~ j” 
E ° | fn fn(qs)— a, CA 


+ y V EAI dq, 


wiwakunami. 5 5 


Š anta 
| p H =f 22 t 
x | Y sl, (a) 


. # = 1 


了 本 已 知 力 学 系统 哈密 顿 -牙科 比方 程 的 全 积分 为 


x i — — | 
S=—a ajro] A eado, (q.) da 


g8=1 


YI TT 


2z] 


试 求 系统 的 哈密 顿 函数 全。 
MARACH | 
Eo — H=[0 
b ° u 六 Pelas) 


ml ` 


‘1-67 CERAR REEE R EBU I 
| = a, Josj Fafa Sa») dga. 


#=1 


试 求 此 系统 的 哈密 顿 KAH., 


PER k) ` 
答 : r= Y yA Pa Vy A y=1 T Pelan 


7-68 已 知 力学 系统 的 哈密 蛋 - 牙 科比 方程 的 全 积分 为 


= 一 一 4 ut RIE) dga 


7] V fa) felqr) dg, E 四 


vd 


"E Di 


awamuweamawr. 
E: HAO D Tay 
7-69 已 知 菜系 统 哈密 顿 - 雅 科比 方程 的 全 积分 为 


$ 441 i 


一 一 5 qafe) + $ asa- MEAS -di 


BRAR. 
签 ， x | u= Y (s ?+ gts 2) 


1-70 已 知 力 学 系 统 哈密 顿 - 雅 和 比方 程 的 全 积分 为 
Gy 


sin “0 


S= —it-ra,x-tayy+ aptly 2 K. mla? 一 


x 3 
— 7 (2mh—2ma?—a?—a}? «2m? gz) 2 


3m 
WRZ 28 SE H B 28 N AH 。 
3, H= l (pi +p +p) + 3 Im -pri t-i mit 
a" T +tmgz . 


“7-71 RERO | 
 Q=Peš:, P=ate +lnap I 


是 正则 变 疾 ， 并 求 变换 的 母 函数 U7。 


T R: U= plet (i —q—Inp)—11 
kx 试 证 变换 | 
_ 2 -+r-l 4 
是 正则 的 ， 
7-73 试 证 变换 


| Q= 2q etcosp, P= esinp 
是 正则 的 ， 并 求 母 函数 YY。 ， 
| | . 442. | 


il 


O SMEO 


s ONN 


. 管 : U=qp— qsinpcosp . 


1-74 如 利用 下 列 关 系 把 变量 q, 了 变换 为 Q， P: q= 


@,(Q, P), p=9,(Q, P), na- 和- 


P) 
变换 是 一 正则 变换 ， 


7-75 试 证 变换 
是 正则 变换 ， 并 求 母 函 数 U 。 


其 中 9(D 为 任意 函数 ， 
'T-T6 METH 
_ š p - = -1 p 
x Q q + n? ， P r; tg ng 
《其 中 % 为 常数 ) 是 正则 的 。 


“7-77 试 证 变换 、 | 
 Q=q+#e”, P=p 


a 一 正则 变换 ， 并 求 母 函数 U. 


>, + U= te?” [ 


7-78 WESE O 


Q, = nš, P,=-}( dı )+: 5 


x | 2 \ pi 
Q -=pl +q, 4 ?一 D2? 十 ; 


征 一 正则 变换 ， 


7-79 试 证 变换 


1 时 ， 这 种 


Q=1ln(! 十 wa cosp), P= "a + Top /dinp 


征 一 正则 变换 . 


- 和 


. 443 。 


1-80 AETA 
Q,=q ig, Q,=—(q1—qD) 


P= ap 十 dip， -， P,= Qipi 一 gap， | 
qi +g? .. ci 十 qz 
是 正则 的 : 
1-81 已 知 正则 变换 


Q, =- [la(p, +9q2) gı ], P= T2 +21) 


` Q,=—Uln(p.+904) 2394], Ps= g toy 
| 试 求 第 一 类 变换 的 母 函数 U1 (g，Q,， p. 

| E Usen gg gt Leorarte 

“7-82 CHENES 


Q, Sarcoos( a] gr P = Zp, G=1,2,-.; n) 


V p. 
Ok —2S3EB 8 iS BkU, (q, Q DP 
CE U ,= TN 


”7-85 BAERE ŞK EON | x | 
x Q, =]Inp, Tga, P ,= — pe (s=1 , 2, hy | 
试 求 第 一 -类 变换 的 母 函 数 UU (q, Q, t). 


& U= em qa) 


s=1 


. 444 。 


1-84 试 证 变换 


pi 十 4g 1 
Qi=in Pitt 2g, P,=-1TL(pit4q) 


=-L] 491 十 
Q=- la “01 Ps 一 二 ga， Ps=—2(82+4g91) 


是 一 正则 变换 并 求 出 第 一 关 变 换 的 母 画 数 L(g, O, Na 。 
Ee U 1 = —4gıgı +2e?1*?11 L ae205+85 
7-85 对 某 一 正 世 变换 ， 已 知 E 
Q= @ +p? ， =- (ipt pq. 
试 求 P(g， 癌 以 及 第 一 类 变 欣 的 母 函 孝 7 (a, Q). 
答 : Pt tp 


FQ?sin™! + > Q PETH 


1-86 BANER as 
= Y. P, Qar 


 YORERIER A 3, . i 
se 1 a 
R: | Q , = =; G). Pst» r 
FA, 人 (二 je pgm aajt 
G2 
”7-87 . 已 知 第 一 类 变换 的 母 函数 


. Kapan las, RAER. " 


U,= y cos(Qst+qs) ` k 


试 求 正则 变换 公式 。 | o 
| 答 ， Q, 一 一 二 (sin-1pe 十 ge) | 
.  P,=—pt (s=1,2,.%,7) 
7-88 已 知 第 一 类 变换 的 母 函 数 


U = Y Qšlln(g,) t 


“ 试 求 正则 变换 的 公式 ， 


管 ， Q,=(p.q.)° l | 
P |= —a[lIn(q,t)— -tpa 5 3 (s=1, 2 
7-89 ”已 知 第 一 类 变换 的 母 函 数 为 ` 


= Y y osa,9， | 


a=] k=1 


- 试 求 正则 ERR. oo e 


| Br. Q= Yoon, i pa Sann | 


' kal ` 1 =i ` 
(s=1 Zoos sn) 


7-900 已 知 第 一 类 变换 的 母 沙 数 为 


| U, 一 一 4gigs 十 2e91+294 十 4e 
_ 试 求 正则 变换 公式 . | 


4ga p. 1 an 
# Q,= InP ttg 29, , P i= =y pi +q, ) 


2Q,414, | 


oa n 446 ° : 


1-1 已 知 正则 变换 


1 28-1 | 1 l-a 


Q, = p. ° qs ” , P, = pangs € 


| ARE — 21 BRI 3KF, (q. P) 


7-92 已 知 正则 变换 
Q.=1In(—ps.qš), Ps=qsps (s=1 ,2,. n). 


MRE CS 3EB09 80838 F, (q, P). 
答 ， Pt Y P. In (— P.) 


&=1 
7-95 已 知 正则 变换 
Q,=lngs, P,=p,q, (s=1, 2, =, n) 


试 求 第 二 类 变换 的 母 函数 (g, p). 


Fr F, = Y palng 


8=1 


7-94 已 知 第 一 类 变换 母 函数 
F, = Y Pender 


试 求 正 则 变换 公式 ， 


m= 1 


n n j- 
` E Q= Y nalt) at + Y benli) pagi a 
f $mi | 


a 447 e, 


1 


.EE=1 


Eb, EER lare 1 的 逆 知 阵 元 素 。 
77-95 已 知 第 二 类 变换 的 母 函数 为 


下 :一 y [as(t)gqe tbar C) Pasil" | 


其 中 P。 =P, bar: =b, 试 求 正则 变换 的 公式 . 


E Q a Pe Pea = olla 


—a,()qs J 
“7-96 已 知 第 二 类 变换 的 母 函 数 为 


F, = > y aspln(qst)eos tps 
e=1k=1 


- 试 求 正则 变换 公式 O í C 


£: Q,=a, (r) y apelo ldt) y b's nhi: Das 


kul maj- 


| Pemai Y bass ) 
其 中 b。as 是 矩阵 llas, RERE. . 
7- 和 时， 已 知 第 二 类 变换 的 母 函数 为 
.443。 o 


F, =F grlnP N 
. 试 求 正 则 变换 公式 。 > 


E: Qiang”, Peme?” 


7-48 MEA o 
. Q,=p,+e-8°, BaS THs Gs=1, 2, p) | 
FENER, HRPZIKERHEEAF (P, Q). 


Bu F,= 多 (9 一 pei-ta(Q, 一 pe) 
-$ni ` | 
7-99“ 试 证 变换 
| ` _ ` ss 


: (esi, 2, ..n) 
RENH, 3EoR36= 3636846098 SeF AP, Q). 


z F,= Š prolng。 


1-100 已 知 第 三 类 变换 的 母 函 孝 为 


， 试 求 正则 变换 公式 . | 
. Æ Q,=p.+e", Peg (s=l, 2, wn) 
s TIN 己 知 第 三 类 变换 的 每 函数 为 


F | = Y (Q,—p.)[1—1n(Q,—p.)] P 


F' |= pilag, 


 =1 . 


_ t, Ts 
a p71- 用 下 一 上 
管 ， Q, = t, P,=—pšsae ° * 
I (s=1, 2 


71-102 RESKO 
QQ 一 一 9 epi 


是 正则 变换 ， 并 求 第 四 类 变换 的 母 函数 Fp,. 了 ). 


a 
£: Fi=— Y alpa Pe)" 
sx=1 


17-103 试 证 变换 o 
| Qs.=— pe ， P=". (s=1, 2, 
-是 正则 的 ， 并 求 第 四 类 变换 的 母 函 数 F,(p，P)， 


= 


2, F = — y Ds In P, 
#= 


1-104 试 证 变换 


an) 


“os P, ,=qgüu,p%s=-1(s=1, 2, “en 


| Q,= 一 云 pesin2g。， P,=lntggs (s=1, 2, 
是 正则 的 ， 并 求 第 四 类 变换 的 母 函 教 Pe(P, 忆 )、 
| 答 ， F. =— Y pte es; 
1-105 试 证 变换 
Q,.,=q., l Ps=ps+e- -i (s=1, 2, w 


是 正则 变换 ; 并 求 第 四 类 变换 的 母 函 数 玉 。 (>, P). 


, F = — Y (Ps pain P,—p.) 


了 -106 已 知 第 四 类 变换 的 母 函 数 为 


-= 450 > 


, n) 


"YPP aa “Ro o F... 一 


". 
1 一 一 Y as(p， P ,) ， 
| #= 
试 求 正 则 EREA. s a 
管 ， Q,= qis, pi" -a2 , P,=qšas pa e ;! | 
:  (s=1, 2, >, ny 


7-107 ERRER EE. 


O 试 求 正则 变换 公式 ， 


1 . ` I | `. . . E i 
入， Q,=— posin2g,, P | = ]ntgq, | 


u" .  (s=1, 2, =, ny: 
-108 已 知 第 四 类 变换 的 母 函 数 为 
-y (P。 一 p,)in( 忆 一 pv) 
试 求 正则 变换 公式 。 
. ° E, Q,=q,, Pa=pete ta! (s=1,2,=., ny 
; 7-109 ”振子 的 哈密 顿 函 数 为 
q | H=? tymosq* ‘9 
试 证 存在 正则 变换 Q = QU, p), P=P(q. p) 使 新 的 哈 密 - 
WRAN . | | 
. Hs (pti or0r) - 
< ”7-110 某 系统 的 哈密 顿 函数 为 — | 
H=qg+te" 


. 451 a 


取 正 则 变换 - 
e Q= q +e”, P= p 
试 求 变量 Q， P 下 的 哈密 顿 函 数 昌 *， 


等; H*=Q+e” 
THI 已 知 系统 的 哈密 模 商 数 为 
H=3(q+p’) 


， 昌 用 正则 变换 l 
Q= V2g e'cosp, P= v 2q e! sin p 
试 求 变量 Q，P 下 的 哈密 顿 函 数 如 "及 新 的 正则 方程 
答 ， H*=3 {4 (Qe 十 Pre 
+ 全 e+ Po 
7-112 试 证 变换 
| a= (Q) :cosP， p=(2Q) sin P 
为 一 正则 变换 ， 并 将 正则 方程 


ò p’ òq 


JRA 


oH* . p__òH* 
e= p. P=- 
sQhH= + (p'+htqt), H*=kQ. 
7-115 变换 N, 


x = Pcos o, x, =PSMP, Xs =Z | | | 
实现 了 由 直角 坐标 向 柱 坐 标的 过 泪 ， 求 广义 动量 的 变换 公式 
452 . 


pr par(P P, z, >”, De, Pa): 


WEFRNHEWE, ARERAU. 
Æ. pss 一 Pecos P-n, ps, =p inp 十 于 cosg 


ps. =s, U=) 
171-114 S x 
x == rsin0cos? , .=f OSn9, x, =rcos0 
GT Bibi ROLIRKARAR 
aar pz,=pri(r, 0, P; Pr, Pos Pò). 
确定 变换 的 正则 性 并 求 母 函数 避 。 


| 管 . Pz 一 Drsinbgcasg 十 名 sosgcogg — = sinp 


cosp 


Po 
. p =p. sn sino 十 一 2 cosp sinp + Fa 


”pz 一 Drcosb -Pesing 
U =o | 


7-115 MEWBBRBRXNLG, $ T MES ak 
hash | 


Ta 


x= VGE tyop, 
Xs= OV (E? —1)}(1—7? jsing, iono meonst), 


UAE LARERE x ° 
p, =p, tš, 1, P, pe, Prs Po) 
并 证 明 变换 是 正则 的 。 ' 


管 . Dz, = OT ep np oop | 


sinp 


一- A PGA ED ) penan; 


` `. y . 
pe - COS p 


十 -一 一 -一 一 一 
Z/(—1)GC—9 2) 
aCi pe +é -1 p, 


P73 一人) 
7-1168 将 变换 人 =9， p= p* /s RT Roti F 3100 5 38 is 
数 的 正则 方程 组 上 ， | a 


+ 


» . | | 
G) H ms; Q) Hisz ltp’, 
(8) H,=qe*!, (4) H =e”. . 


试 建立 新 变量 中 的 运动 方程 T | 
EURES: MRE u. 


E (1) 4-(eP) 0 H*=2 TGP, A, 


| 
(2) o= (Py, p= -ep °q, FEN; 
(8) Q= eren , P= (6P) tuan" 
FEM, - | x = V 


、 1 | | f 
| (4) Q= et P=0. H*=tfe (GP dP. 
-Tn 给 定 变换 . 


to | 一 


' "hh 


.44-. — o 


“组 。 EDEA ERTE NN EEREN 而 将 后 
-一 方程 组 变 成 非 正则 方程 组 。 

7-118 ”对 哈密 顿 函数 为 ” 
H=(p4g) te?” 二 (pe 一 06 O talpra) 
“的 方程 加 以 变换 | 
Q= p+q, Paal” Htl? —1) 
. 试验 证 变换 是 正则 变换 ， 并 求 变 换 后 的 哈密 顿 函数 H*。 

| 答 ， dH*=P*+4Q* 
7-119 . 3038 908389 | 


-的 方程 组 加 以 正则 变换 


oa 
° fsin 5 一 P, 20 


| Cs=1 2 ..., n) i 
ARAB 03 Ban 0 mH. 


E-F H*=0 
7-120 试 证 由 于 变量 Q。=gve -pt, P,=p+e" "7! EA 
$. 方程 组 | .. | 、 
oH 


Q. = H Bas, b= yg, IPE 


将 成 为 哈密 顿 方程 组 。 求 变换 局 方程 组 的 险 密 gi ñ # H* 
 (Q,, P, ,1)。 | 
管 : H*(Q., P s, = H(Q,e#, Per!, penc 


。455 。。 


第 作 章 DFA 


、 基 本 理论 与 公式 
1. WAER 
(1) 虚 位 移 原理 
y: P. ` br 1=0 
(2) AM- 
(3) AKM Jourdain itat 


$ (一 mir +E.) S ro. 


$=] 


kk... 


玻 者 写成 


| SX r +FO)' r = ; 


i. 1 


(4) 高 其 CSauss) 原 理 


> (一 mi， r,+ F,) . 6Tr4=0 


i=l 
或 者 写成 
|, -456 


$ (— m T, +F.) - ormo 


= (8-1) 


(8-2) 


(8-8) 


(8-4) 


4Brme . fp 
Z, = Ýn, (aa) 


AAR, a=F,/m RAAM, HEJJ F, ENTER. | 
加 约束 时 所 具有 的 加 速度 ，a 表 示 质 点 M ,实际 运动 的 加 速 
度 。 x E 

| 5) 万 有 达 朗 伯 原 理 


Da m , Tet Ps). Or =O (k= 0, l, 2, ) | 


(8-7) 
2. saana | 
(1) 哈密 顿 最 小 作用 量 原理 x 
1 完整 保守 系统 x ... 
_ 6S=0 (8-8) 
. s=| LG, ge, t)dt 
为 哈密 顿 作用 量 , 荆 为 拉 格 朗 日 函数， 
2 完整 非 保守 系统 x 
[iorta Ai (8-9) 
其 中 o x 
ó' A = AYT | 
, 457. 


— — U LLLLiIII A ana —a|i_ 
_ S EEE a 


为 专 动力 的 炭 驮 之 和 ， O AAEFT AURAR A1 T 


为 系统 的 动能 。 
3° 非 完整 系统 .. 一 般 形 式 


je 

i i (8-10), 

PRECHÖlder ER 、 x | 
DO asa Gs), 


苏 斯 洛 夫 (CycrtoB) 形 式 ， 


òT jea a 0 


Í: fortaras $ $a: 


其 中 
` 了 7F7nI 
pere = 09 | 09 V IPs OP 
o dt Oq; Oqo A 09s +70de | 
Wi BJ y 82 38 


8 二 1 ， e., Q; e=) g; I 

| aas =9 (q, v, t) | l. e; s=t, aon o 
2) EE Cu .. 

AA= (8-13) 


其 中 


为 拉 格 朗 日 作用 量 ，A 为 全 变 分 记号 。 O  .. 


= 范 A - 


F. 


' 例 8- 试用 万 有 达 关 人 原理 (3-7) 推 导 Ma ngeron 方 程 
. l Ó 
1 HA —(m+1) Š 7 Q, 


| (s=1,***fn; m=1,2, re) ` 
[ 解 ] 在 (8-7) 中 取 & 二 m， 我们 有 


N N 

- (m) o r. (m | 
Ymir, ór, =Y mr, par, Se (1) 
=1 | nl 4 eci Qs 


N m) u o 
(m) (Cm) / 
F oTa YF. Vor os ` (2) 


ini o> T fal s=1 Òs 
于 是 (8-7) 成 为 “ | - 
(m) = (m) m) 
PSS a a 
i=l dge is] Ogs/ . / 
:3 


由 69, 是 彼此 独立 的 ， 我 们 得 到 
(m) | N (m) 


or 
=] Oq. i=l Oq, 


将 点 的 矢 径 r, 对 时 间 + 求 m 次 导数 ， 有 


* 


< p) ər (EY, | POPER s `, 
T = c Ori + ðq. FAET TE q. Îr 


s=1 
Ç ar, (m-l) . | | 
+ 2, = 1° a x o, (5) 
Š = .. "= 一 | 
(W) “s 
其 中 未 写 出 之 项 ÄRE fe, q. ,由 (5) 得 | 
 <m) | . “ 
KC iss | 
Dgs Óq, | 
m) | | | 
k. anët, ; z (7) 
o W 1 ) Ogs t | 
-7 °e = 
RT R KR. M 
m <` . (+i) « (m) 
T = mi T T; L mÑ y m T, eTit o; 
i=l t=1 : 
l t (8) 
于 是 | | 
(m) (+1) S | 
oT Š mere DTe -F VY mi, L . | 
. ° òq. tml - 8 qar Oq; w 
(9) 


将 (7) 代 入 (9)， 并 注意 到 


T -$Ñ r 
Oq m T. l Ò qe 


t=1 


(m) my 
= (ita) Pu Ra. g, G; 
q i=l . ‘0gs ; 


最 后 ， HOODMAN). 便 得 


GD 


. f#is-? 质点 的 动能 和 一 mhz/2， 势能 ooa/2Cm cH 
3. m>0; c>0), 试 建 立 险 密 顿 作用 量 S 的 表 达 式 ， 并 
利用 运动 微分 方程 4 十 o* q= 一 0(% 一/m) 来 证 明 5S = 0, 

. [N] 质点 的 拉客 朗 日 函数 为 ` 


L= = T — = mt* 一 = q r= Taqa q *) 


pe (1 ) 
WEBER 
s= |, ?df = Tm f; -oad (2) 
— B '(444—e*qaqydt (3) 

x 460 一 卡 (469) 一 ¿iq 《4》 


:将 (4) 代 入 (3)， 得 
ars 


63=i 69 | $2- fit (+osg)6edf } 
I "1 1 | | | 


考虑 到 端点 条 件 
| ôq İt i = ôq |t: =0 
TEA . . , | 
| 5S=—m|: N. ¿+@*q)óqdt | (5) i 


将 方程 3 十 oag 一 0 代入 (5); 便 得 6S 一 0。 

O 例 8-5 一 粗糙 圆柱 体质 量 为 m， 半 径 为 + ， 在 一 空心 加 
柱 体内 表面 上 无 滑动 地 滚动 。 这 空心 圆柱 的 质量 是 M ， 半 径 
是 RR ， 能 绕 本 身 水 平 轴 O 转动 。 两 圆柱 对 其 自身 轴 的 转动 悍 
量 分 别 为 MR? 及 mr*/2。 试 用 哈密 顿 原理 写 出 系统 的 运动 

[R] 系统 有 两 个 自由 度 ， 取 空心 圆柱 转角 6 和 两 柱 心 。 

联 线 的 转角 9 为 广义 坐标 。 设 小 圆柱 滚动 角速度 为 。 两 圆 

V i=Ró=ro+(R—ry9ə. ` 
-由 此 得 | 
“系统 的 动能 为 
T =+M.R:ót+-m(R—r)*92 


+m rft [Ró— (R—r)@] | 
| -系统 的 势能 为 : o 便 8-3 图 
=—mg(R—r)cos9 


462 


mhmHams natas 
L=T—V 5 
, .. L MHRaba+ La(R— rt" 


nt :mg(R_r)cosp (1); 
哈密 顿 原理 为 | | 
pmo fiata a 

fot red tntRd 

R- SIIR- (Rn a 

-mg(R—r)sings ?ld z 

= Í {M+ —m|)R36065+ >m (Rr) 205 p 

 —mR(R—r) (00%+ $06) mg(R—r)singsp}d 
.. (2) 


: .d . 
060 = É = 3 (630) — à 
969 一 下 (969) 一 959 . 
p66 j =p 00- 96 0 


| E i | ,463 。 


f| rre- r)p—(M + +m) Ro |oo 
tam (R—r)0— sm(R =r) p 


tr 
š 


—mg(R—r) sin plo pldt+(m tgr 和 "450 


+ 和 -ai pop |2- — LmR(R—r )6s9 É ‘3 


部 


一 RCR- r) $ Pòg oo | :2-0 | (3》 
. H ° ， 


e 


60 h i=60|: =0, SP |: =8P l: :一 


于 是 ( 3 ) 戌 为 ° 
[ollare dd 
+ [imR(R—r)? -3m(R-r) $ E 
—mg(R—r) sn plop jdt=0 .. ` (4) 


BG, EER KOTRRREESE, M. 
mR(RT) P- (M+ ) RA ao 
十 [3mR (R—r) 0 — mik —r) 2p 


+ 464 - 


—mg(R~r)sin9p sv=0 (65) 
四 (6 中 59， 59% 彼 此 独立 ， 故 等 x 
LnR(R—+ )% —(M tim )R: 0=0 . 
SmR(R—?) 5 Sm(R —r ) 29 一 nig(R—r)sinp=0 
简化 后 得 
—m(R—r)?— (Mtm ) R =o] 


x” 


—R 0 -p (Rrr) P- gsn p =0 | 


(6) 


例 8-4 ”试用 哈密 顿 原理 象 复 
: 摆 微 振动 的 周期 。 
[M RAPA LER, t 
复 摆 质 量 为 m， 对 悬挂 轴 的 转动 价 
E? Jo, OC=l. 复 摆 的 动能 为 
T=]. 9 1/2, 势能 为 玉 = —mglcos 
了 。 拉 格 朗 日 函数 为 


-L=T— =+ -Jo p? tmgloosp 


| . x, G) 
”哈密 顿 原理 为 _ 


. af; t Ldt=0 > (2) 


óL=J,%ëóp—mglsingao - ` 


而 


. 468 ° 


一 Jo 于 (962) 一 (Ja 5+mglsing)59 (3 


”将 (3) 代 入 (2)， 并 考虑 到 692 | / =8P | ,二 0， 得 到 
! | p+mglsing)d9dt=0 


由 (fi，t2) 的 任意 性 ， 且 69 尖 0， 得 到 复 摆 的 运动 方程 
Jo P+mglsin?=0 i | 
HARD, #sin@=sa@, (6)RA 


mgl 


ER =0 


故 周 期 为 
| T => 1e K 
例 8-5 试 证 对 于 拉 格 衣 HAA 


L =b Y (Mbi (a= const, b, =const)» 
t=1 . 


的 系统 ， 正 路 上 的 哈密 顿 作 用 量具 有 全 局 极 小 值 。 x 

[证 明 ] iq OWARE H, q (()=qa, qs E) 一 - 
qiz» + 一 机 汪 >0。 设 qi 4(D 是 满足 同样 条 件 的 与 真实 运动 相 比 . 
较 的 运动 ， 因 此 有 o | 
qi) =gs (+a (1). 
Jha (NJEREN Mea) 一 at (fs) =0。 用 S 及 S” 
表 记 对 真实 运动 和 比较 运动 的 哈密 顿 作用 量 ， 我 们 有 


s] `D Y Laatio toata 


-5 D (aii +o aD |a 


" 466 ° 


-| ke: CIC a, +btg a æ) df | 
+| Y (a ta +biat) dt 


= y al:a; | Hai 2 ( — az + Db2q ¿Ja , dt 
1=1 fam E 


-pp 


十 | DX (a sha d: | . . | (2) 
HEE, A x 
| as | =a; 2 I (3) 
HPD 63, 知 运 动 方程 为 
| d oL òL- 
dt Od dae 
‘afg—bigs =0 (4) 


将 (3) 和 (4) 代 入 (2)， 得 Es 
sss ifi: > (a; ob a3) dt>0 (5) 


这 说 明 系统 正路 上 的 哈密 顿 作用 量具 有 全 局 极 小 值 。 
例 8-6 PEERH 3ChLOQ , $ç, +) 的 系统 ， 其 正路 
q =q (D G=1, ++, Ant D2E3 deba 空间 中 的 
KAlq (0), MBG), 't1}。 对 于 经 过 点 人 4 和 B 的 单 参 
数 曲线 族 qe (I, a) 一 q 0) 169.0), P; G) = P: = 0 


* 467. 


"a 


G=1, =, B, 家 作用 一] :1Ags, de, Dde 
的 二 次 变 分 表达 式 61S(a) ， 正 路 对 应 于 5 一 0， 


[ 解 ] H 
q G, a)=qi (t) +ag,(D) 


ži | 
aq =L 0) aap, Gda 


CO， -aid Agan =P: (ða 


t 


哈密 顿 作用 量 的 一 次 变 分 为 
35(0)=6] ,shar ta Da. 


-fiS a+ A a 


二 次 变 分 为 
3*S(a) =} (SKa) . U 


=i; , $ ikre. 


Do (5 : 
oL, L -4 _ ó 
aag, ta PYRI (óq = di\dgrod, g $q; b 


* 468 - 


d/o X, WU 
将 (4) 代 入 (3), 得 x 


l SA SAT otL ， 
2 _— _。 1 
a*s) =z] 9) 2 gogita. 


_ df 02L öt, 
K Jasatagat 3, ôtiðta |dt 


Og10dy 


T 5) Jam oqiga [i 


. lfs " 

| | (s> 
出 于 6gs lto gq li =0, KORRE MASS 将 41) 和 
《2) 代 入 (5)， 便 得 x 


nse=@9'J S 124025), 


AGLAGE RS. KORG, ja . 


例 8-7 “质量 为 m 的 质点 ， 受 有 非 完整 约束 
=G; (a, 9338 B) 


在 重力 场 内 这 动 ， ee 
sb aa us © 1Y 


按照 虚 位 移 的 eTaeB 定 义 ， AROMEN EM KR PF 
为 - 


。469 。 


= ranu (2024983) | (2) | 


KEMIRI B 9 I _ | 
L=T -F =m (å 2 十 太志 °) —mgz 
因此 ， 考 虑 到 (2) ;有 x 
s öL=mlżðt+ýðğ +22) —mgőz 
most gag +6) -mog taan (#óz+jóy) 


P n TE mr 
E EIA TIH y. 
m maf -r u ` 


5 
| 按照 堆 尔 德 观 点 ， AMEME 分 运算 是 可 交换 的 ， 则 
x s (O 


. d d 
ÔT = =g% ó = q; y 


= sgir =g H ttt- iy) (152—265) 


k 


x + GETDI (264 十 有 的】 `. (5) 
将 (5) 代 入 (3) 得 x w 


Smokey aortan) K: (O 


H . u | = | o > 
d. 4d _ 
#051 969 =t ôx + II 


一 (tôx+ 48y) (#óx-+óy) 


- 470 i 


E. 


i l r 
o | 
3L=m( 1 Kuas 2óy) 


b2 b? (yt— bt 
-|[m (1 yere- mb iai) jtmg a(i? +471? Jox 


(2g) 
下 $ 9 和 mo 
x | =s" ( rnio +g” to) 
一 [ms+m te EEY 5 
— [m+ m b” artin 二 的 J 173 Jo» (7) | | 


震 尔 德 形式 的 哈密 顿 原 理 为 (8.11)， 即 
| 6rdt=o (8) 
将 (7) 代 入 (8)， 得 | | 


m( 1 +03)s0? itm (1 18) wi 


4 m RR ti EY T \ ">. 


mb. plž tiy). 一 0 
(9) 
I axl, =, =6yl =l =0, POLETEL 零 。 
BFO, 与 ) 是 任意 假设 的 ， 因 此 (9) 中 被 积 式 子 为 零 ， 而 
- | "471 .. 四 


= r 


4， ODRA, ENNMMERAMAE, TAH 


48 £( 24 gy) _ | gbt 
atara) aH 


~ brgliz+iy) gby 


_ a2( £2 yy) a(i? Fy 
'a ` 这 就 是 所 求 运动 微分 方程 。 ， 
上 T x 例 8-8 次 质点 运动 的 拉 格 名 z 
š : = 7 HRAN | ` 
x J” L= te p?p ?) . | 
| 个、 ` 已 知 抱 的 一 2 -9(0) 一 0， P . ` 
a (2)=3,9(2)=1, RAER CRita) 


O ERIO), P0). RAA 中 折线 
例 8-8 图 REIL PMPG), Rha, BIE - 
给 密 顿 作用 量 ` | x 

2 
s=| ra: E . 


取得 驻 定 值 ， 并 与 精确 解 比较 。 x A 
(W) 首先 ， 用 直角 毕 标 求 精确 解 。 x= cos, y= 
psing, mit +y =p*+pp, L= +a), 运动 
RIAH | 
| 4 一 0， j=0 0. 
各 分 后， 得 

X= 一 Cif 十 Ca， =cette | (1) 
ABARH | 四 


S pis. 


p(0)=2, p(0)=0, p(2)=3, p(2)=1 


入 、 

x(0)=2,y(0)=0,x(2)=3cos1,y(2)=3sin1 (2) 

将 (2) 代 入 (1)， 得 到 积分 常数 x | 和 
ci 一 本 cos1 一 1， C:=2, ca => sin], e = 0 

于 是 

| x=(Žcos1 — 1 )t+ 2, y= [sini j 


Hi, A 


(3) 


pP(l)cosw(1) 一 六 co81 一 1 十 2 


-p(1)sinp(1)= Š sini 


y: 


、 sinl 1.2623 
mtg t C ==0.6088 (4) 


2 
= -+ 
PIE g i .1.6104 
| 2 `° ° ° 


Ek, MARPRRELROMPO R, B. F 线 方 
BN, _ 
p=(a—2)1+ 2 
p= pt (0<1<1) 
p=(3—a)(1—1)+ a 
9 一 (1 一 5) 一 1 十 6 482) 


于 是 
P =a—2, p=p | (Sti) i 5) 
p =3—0, p=i—ß (1<1<2) 
哈密 顿 作用 量 为 
2 、 ffl `' 2 
s=[ Ldi= | 8+ | Lar 
| =| {Ca 2)°-+[(@a—2)}t+2]7 £? }dt 
21 2 — — | 
十 | 二 (3 一 +[(3 Ut L) 
Maka 
-= Ta B? +— >. ap? — Tarf +a? 
sp ap 一 Za—3p+8 E (ey 
Ri S 取 驻 定 值 的 a, P, BJ 
o aS go x x . 
0 = | 7) 


HORAE), WE 。 
E 14a —27—2p(3+20)+ p? (4a +5)=0. . (8) 
p(2at+5a4+13)—(at+3a-+9)=0 o (9) ` 
用 选 代 法 解 方程 (8) 和 (9)， 求 得 
a=2. 2076, B=0.6067 (10) 


4TA» 


近似 法 结果 (10) 与 精确 结果 (4) 相 差 甚 微 。 

例 8-9 一 半径 为 的 匀 质 圆 球 ， 自 半径 为 8 的 固定 圆 
球 顶 端 自 由 深 下 . JEREB F BUE RERA d E 
的 加 速度 。 ES 


例 8-9 图 
[ 解 】 系统 有 一 个 自由 度 ， 取 球 心 联 线 与 > 轴 的 夹 角 
了 为 广义 坐标 。 设 动 球 的 角速度 为 o。 则 有 


o =(a+b)0=ao . | i 
于 是 | 
u) 
u | G | 
动 球 的 动能 为 


T= mo 村 了 oO。 
-1 :652 十 l. 2mo (+N 
(a +b) 0 + J g” ( +2) 6 . 
=L 262 l 
rama +b) ° 
l V =mg(a+b)coso 


* 415° 


拉 格 朗 日 函数 为 
° L=T—V=  gm(a+b)*6t—mg(a--b)cos@ (1) 
拉 格 朗 日 最 小 作用 量 原理 为 - 


x | 
o=4A4= A| ara [AOT art f 2TrACdn 
ti ti t, | 


-| “ALdt+ | *2TA(Cdt) (2) 
由 (1) 得 四 E 
AL=Tm(at+b)6A6+malatb)singAg (3) 
又 | | 


d 


qr’? 十 OOAH 


6A6 -6(66 十 6Af=6 
| =- 40) 一 9 Ab 一 后 -于 Ai (4) 
”将 (4) 代 入 (3)， 并 积分 ， 有 
| ?ALdi= Tm(at+6)*6A0| ' É 
“1 ! 


. 1 


站 -Senoeromajaa 
十 | H- T m(a+b) 262 ana 


— + 476 - 


= m(a-rb)%6A0| ° aj 人 -or 


+mgla+b)sing |AGdt — |. ‘2Td(A1) (-5)- ， 
. f. 


因 | 
(A0).,=(A0),,=0, d(AD=A(dD 
于 是 (5) 成 为 


| ?ALdi +| 27A(di) -| 3| — L mla +b)’ 
i) F Jei 5 
+mg(a+ 0)singjAedi (6 y 


将 (6) 代 入 (2)， 得 到 


, 由 于 (ti ，+s) 是 任意 假设 的 ， 义 A9 去 0， 由 (7) 得 


——m(a+b)* #+mgəg(a+b)sing=o 


由 此 得 
— 5gSmb a 
| x 7(a+b) x ` ( 8 ap 
”而 球 心 加 速度 为 
a:=(a+6b)0 =-——gsin@ E (9 


. AFT + 


| 5] I l 


8-1 试用 茹 尔 当 原理 推导 尼尔森 方程 。 

8-2 试用 高 斯 原理 推导 完整 系统 的 拉 格 朗 日 方程 。 

8-3 试用 高 斯 原理 推导 采 诺 夫 (JeHoB) 方 程 
1/97 _， — 1 
z- 2T) =N. Cs t n) 


-4 一 质点 的 质量 为 m， 受 重力 作用 ， 被 限制 在 光滑 
币 面 > 一 A(x，y) 上 运动 。 试 写 出 哈密 顿 原理 的 表达 式 . 


G J feta (E of Of js Li a) 


~—2gf(x, y )}di=0 


8-5 一 圆柱 直径 为 4， 上 质量 为 m， 可 在 水 平面 上 滚 而 不 
滑 。 两 刚性 系数 均 为 的 相同 弹 筑 联结 于 圆柱 上 。 联 结 点 在 
润 柱 长 度 的 中 点 ， 离 轴线 为 a， 两 弹簧 被 固定 。 试 用 哈密 顿 
.原理 求 圆柱 的 振动 周期 。“ 

Z, T= S 3 zs m 
14227 c 


了 


8-6 图 示 质 量 为 2m 的 直角 模 放 在 水 平面 上 ， 质 点 忆 的 - 
Fr- 质量 为 gm， 质 点 Q 的 质量 为 m。 所 有 接触 都 是 光滑 的 ,不 计 - 
滑轮 4 和 绳子 的 质量 。 试 用 哈密 顿 原理 求 模 的 加 速度 。 、 

2 


= 


题 8-6 图 ` 


8-7 ”半径 为 + 的 少 轮 上 挂 有 长 为 24 十 zr 的 匀 质 链条 ， 。 
链条 单位 长 度 的 重量 为 4， 滑 轮 的 转动 惯量 是 Jo ， 滑 轮轴 和 承 - 
处 没有 摩 氛 ， 滑 轮 与 链条 之 癌 没 有 滑动 。 开 始 时 两 边 悬 宰 长 . 
. 麻 浪 a 一 x。 和 a 十 x。， 初 速 为 零 . 试用 哈密 顿 原理 求 链条 的 运 
DRR. x | 
| 管 ,x 二 xochkt 
其 中 . 
| 1_Jogtnhr? a 
_. pr g. 

8-8 半径 为 y 的 圆柱 体 可 在 水 平地 面 上 无 滑动 地 滚动 。 

”圆柱 的 重心 在 C 点 ， 它 与 几何 中 心 0 的 距离 0C=a。 圆柱 R 

”~ 对 于 过 重心 C 且 与 九 何 轴 平行 的 轴 的 回转 半径 为 &。 以 角 9 
x 表示 OC 与 向 下 竖 直 线 的 夹 角 。 初 始 时 ， 圆 柱 体 静 不 ; 且 o= ` 
` 9。， 然 后 释放 。 试 用 哈密 顿 原理 求 圆柱 体 的 角速度 (吉成 fi 
P 的 函数 )。 | E x 

` t 479 = 


PA o=| 2ag( cos PP — coS Po ) 1/2 
ss r +a*+k?— 2arcosp 


题 8-7 图 


题 8-8 图 


Lil 


8-9 在 光滑 的 水 平面 上 放置 一 质量 为 用 的 三 EE ABC, ' 
Z ABC=a, MENM, 半径 为 的 匀 质 圆柱 体 沿 斜面 4 及 | 


无 滑动 地 滚 下 。 试用 哈密 顿 原 覃 求 三 梭 柱 的 运 二 动 加 速度 各 
网 柱 的 角 加 速度 . | 


w a= mgsin 2a I 
| 3(M-+m)— costa 


a — °>( M +m)gsina ° 
O r[3(M +m)—mcosšta] | 


8-10 FHIR JER EE 4 的 半径 为 >， 质 量 为 M, 保质 
村 48 的 长 度 为 1 质量 为 m2 BAM B 处 都 是 光滑 接触， 
MBI Se, 以 致 图 柱 只 滚 不 滑 . 初始 时 系统 静止 ， Ha 


一 45*， 然 后 释放 。 试 用 哈密 顿 原理 ， 求 初始 时 刻 4 AMB 
”点 的 运动 加 速度 以 及 杆 的 角 加 速度 . 


e = 3mg _— ,— 2a, 
mi GaS G= (OM + dm) | 


+ 480 = 


是 68-9 图 | 是 9810 加 

8-11 质量 为 m, 半 径 为 r 的 匀 质 圆柱 体 放 在 质量 为 M ， 
半径 为 情 的 匀 质 圆柱 体 8 上 ， 而 B 放 在 水 平面 上 。 所 有 接触 
处 的 摩 氛 力 足 够 大 ， 使 得 圆柱 体 只 滚 不 滑 。 两 圆柱 体 的 轴 都 
是 水 平 的 ， 且 重心 都 在 同一 坚 直 平面 内 ， 柱 4 从 最 高 处 自 静 
止 开始 滚 下 。 试 用 哈密 顿 原 理 写 出 在 两 个 柱 体 脱 开 以 前 柱 生 
中心 的 轨迹 方程。 x WU 
= > y (Rppo m0+(3M-m)sn@ ` 

: XA E+ Ë 3( M Fm) pr 
ya. = (+ r)cos0 | 


i 


题 8-11 图 


8-12 一 习 质 圆 盘 以 角速度 @ 绕 oz 轴 转 动 ，oz 轴 又 绕 
水 平 轴 ox 轻 动 不 计 岸 探 和 空气 阻力 。 试用 哈密 额 原理 证 明 
这 个 圆 盘 的 自转 并 不 影响 它 的 摆动 周期 。 l . 

8-13 JRA, FAAR, MEAM, DETE, 
ADRKEAHE Z. A a 点 4 此 悬挂 一 长 为 1 的 
轻 杆 4B， 枉 的 下 端 固 结 一 质量 为 m 酌 质点 。 考虑 重力 的 影 
m, 试用 哈密 顿 原 理 写 出 系统 的 运动 微分 方程 。 x 


F: (7+4) Ri tmRIdon( 0) 
-+mR102sin( p — 0)+mgRsinp=0 EEs 
I0+R%cos(p—0)—R9*sin(9—6) 
+gsing=0 
8-14 半径 为 R 的 水 平 金属 环 ， 可 以 绕 通 过 0 点 的 $ 
” 查 于 环 平面 的 竖 直 轴 转 动 ， OC=d. SERERA P. 已 


o 知 回环 的 转动 角速度 为 o( 上 ,如 果 取 乙 OCP 一 9 为 广义 坐标 
Kuy: 试用 哈密 顿 原理 证 明 


RE 4 OCR 一 dcosb )=do*°*sin0 


十 8-13 图 x . 题 3-14 加 
= 482 > 


e jí 


“4。, +1) 的 和 具有 与 之 相差 一 个 任意 函数 P(gq。， 1) 的 全 导数 


8-15 ”利用 哈密 顿 原理 证 骨 ， 具有 拉 烙 朗 日 函数 L(gq。， 


的 拉 格 朗 日 函数 
Llas, Qa. 1)=L(gs, Š, t) 十 -二 Plas. D 


的 系统 运动 方程 是 一 致 的 
8-16 “已 知 物体 下 落 的 运动 微分 方程 为 
my=—mg, m=0 x o 
在 哈密 顿 作用 量 中 取 =0, =t, WE 
S= 串 去 (xz 一 za)? 十 二 (一 ?6 
l | l s| 
— 9 yty) 491 | 


JEE kS W RL ha E i—i PHE Jy E 


2> 1 [/0S Y2 , ðS 
KIRETI |>) HS) kaa = 

8-17 KATEA NEE xz 内 运动 ， 而 平面 以 勾 角 速 : 

E o P$ z 轴 转 动 。 试 证 ， 在 真实 运动 x(1)，z(1) 上 的 哈密 顿 : 
作用 量 S 和 比较 运动 x(1) 十 6x(1)，z(t) 十 6z(1) 上 的 哈密 顿 


”作用 量 $S', 当 6x(0)==6x(T)= ôz(0)= ôz(T)= -0 时 ,其 
”关系 可 表 为 


S'=S++| [(a£)2+o2(6x)2 F6271dt 


8-18 ”频率 为 o 的 一 维 谐振 子 (了 一 人 /27 一 o?q?/2} 
在 t=0 从 位 置 ge 上 无 初速 好 开始 运动 。 试 计算 时 间 + KE- 
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` 
=a - 
— ii 


RY emr) Fa 的 比较 运动 上 的 作用 重 S”. 


<S, 
8-19 HERAA DB H TRE 党 系数 为 Gir 的 速度 


正定 二 次 型 == 二 》》o144194. 试 用 直接 计算 法 证 明 , 在 


f=1 $= 


联络 增 广 坐标 空间 中 的 任意 两 点 (qs。， BICARA t 7 


do 的 正路 上 哈密 顿 作用 量 与 联结 该 两 点 的 任何 一 条 劳 路 上 的 


作用 量 相 比 将 为 极 小 。 
8-20 试 证 对 于 自然 系统 (了 一 了 : tLitLo à Y t> 


4 = 1 


0 时 L = Y Y anto, t>o), 正路 上 的 哈密 顿 作用 量 


f=] k=1 


与 各 旁 路 相 比 不 可 能 为 极 大 . x 
` 8-1 平面 谐振 子 的 拉 格 朗 日 函数 是 
= 二 (+? 二) 一 二 (33 十 ?2 


已 知 二 0 时 点 在 (2， .0) 处 ,+ 二 1 时 在 (0， 3) 处 ， 用 李 兹 法 
REMM, 选取 x(t), IKZ KAHR, 而 后 令 哈密 顿 作 
RE 


s=[ Lat 
ARAS. 比较 t= 1/2 时 精确 解 和 近似 解 的 什 。 


: 精确 值 为 (1.1395，1. 7092); 近似 人 为 (1， 1389, 
1. oS, 


3-2 ”试用 拉 格 朗 日 最 小 作用 量 原 理解 下 述 问题 ， 质量 、 


为 mi 及 和 ms 的 两 个 破 码 用 不 可 昼 长 的 无 著 革 的 绳子 联结 . 
. “484 。 | 


PEIR- 数 a, 0S >S; 2)5'= S; er x 


缉 子 跨 过 质量 为 M 的 定 滑 轮 ( 当 作 匀 质 国 盘 )。 求 夸 码 的 加 速 


_ BE. 

B pel — 2. = = g 

= mi +m,+—M 

2 。 
得 
* 
+ 
一 , ° 
$ i 
° 
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第 九 章 “ 非 完整 系统 力学 初步 


一 、 基 本 理论 与 公式 


“ 非 完整 系统 的 例子 


非 完 整 约束 是 加 在 系统 中 点 的 速度 上 的 限制 。 根 据 运 动 
学 知识 ， 可 以 列 写 具体 的 非 完整 约束 方程 


2. 非 完整 约束 加 在 虑 位 移 上 的 条 件 
约束 加 在 虚 位 移 上 的 条 件 称 为 虚 位 移 方程， 有 两 种 定 
X: | ; | x 
(1) 切 塔 耶 夫 定义 
对 于 形 如 。 
Q ,(q.. Q. 1)=0 (s51, 2 ren; P=1,2.%,g) (9—1) 
HEZEAK, WERRKELENE 6g。 满足 下 列 关系 


Y 如 or。 . (p=1, 2, =, g) (8-2) 


(2) FEREN x 
对 于 形 如 (9-1) 的 非 完整 约束 ， 牛 青 注 定义 速度 空 [B] 的 
BAE sh WERE 


LIM, (B=1, 2, t, g). (9-3) 
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š. 非 完 整 约 束 下 实 位 移 处 于 秦 位 移 中 的 充 要 条 件 

在 非 完整 约束 下 ， 实 位 移 处 于 上 位 移 中 的 充 要 条 件 是 约 
束 方 程 相对 速度 的 齐 次 性 。 在 完整 约束 下 ， 实 位 移 处 于 虚 位 
移 中 的 充 要 条 件 是 约束 方程 不 包含 时 间 t。 


4. PENE 


设 系统 的 位 形 由 4” X B R=, 2，…， 1) 来 
确定 ， 并 受 有 形 如 (9- 1 ) 的 非 完 整 约束 ， 则 多 北方 程 为 。 


d oT _oT DPs (= 
df ag, ðq -a+ Jaak E (s=1; an) 


a ` (9-4) 
由 (9-1) 和 (9-4) 可 以 解 出 qs 和 hs。 
EA 5， 查 清 雷 金 方程 小 S . 


设 由 约束 方程 (9-1) 可 解 出 


o 5 | =1,2,--. e; e=n—g; ` 
Q., =... (qa, q c, t) | f - = g: ) 
. .b=1,2,..9; S=],2,,% 


j ” | | | (9-5) ; 
”出 广 义 查 浦 雷 金 方程 可 写成 如 下 两 种 形式 ; 
诺 沃 谢 洛 夫 形式 
d oF oF PT (d dtas bas | 
dł Òe Òq e Z Od +p dt 0d。 Oq. 


f g ` md 
_ Ode+p 0d::， _ or Ods+p m 
bas qs +» òg, = 1 Oq, +) oq 
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| | (om! ? 2, 8) _ 四 " +. (9-6) 
4 č of. 


— mp 


_— āū Ut d 24... 
dt òf- = Ole 


Ë se 


9 
OQ... _ òT Des, _ 
Oq; ， ) p e+e 0d。 =O. | (9 T) . 


其 中 全 TARDAR ODARAN E gz 所 
BARR, m- . 


o= Qe + + Yo, t | | (9-8) 


pai x 

利用 查 浦 雷 金 方程 时 不 仅 要 计算 系统 原始 动能 T( 不 计 | 
非 完 整 约 束 时 )， 而 且 还 要 计算 考虑 到 非 完整 约束 消去 不 独 
| 立 广义 速度 时 的 动能 T， 


6. 阿 沛 尔 方 程 
” 阿 济 尔 方程 在 广义 坐标 下 舱 表 达 式 为 


28 g, 


c=1, 2, `, £ 
Jq. ( x ) 


€9-10) ` 
JEOh 828 S'h 48 BB22 8 (9-5 A 5283832 EERE 
广义 加 速度 + 所 得 表达 式 ， 即 有 


| O08 一 一 Oo 十 5 Oo OZ, x 
=  (9-11) 
NP 


Ò q e OF e Jerg Òe 


列 写 阿 沛 尔 方程 的 主要 困难 在 于 构造 加 速度 能 量 S。， 
° 488 ° | i 


质点 的 加 速度 角 量 为 
S= mr = m(t) — (913) ' 
质点 系 的 加 速度 能 量 为 . 
s= Yi Zm H = TE mar 54142) (9-13) 
刚体 定 点 运动 的 加 速度 能 量 为 
| S= (ojt JOH 0200 


—2J3 Dum, —24, 200) + (O0, —@,0,)(J,o, 
— J 1202 — J103) tC 0,0—0,0) | 
X( 一 Jaioi 十 Jaos 一 Jasos) 十 (Oios 
— O01)(— T1017 J30 + J10) F (9-14) 
其 中 未 写 出 之 项 不 含 0 ，oa，as， 01, @,, @, 为 刚体 角 
速度 在 与 刚体 相 固 联 的 轴 上 的 投影 ，J, ，7: ,7 为 惯性 矩 ， 
J12，J2s，J41 为 惯性 积 。 特 别 地 ， 如 果 与 刚体 相 固 联 的 轴 一 
为 惯性 主轴 ， 则 Ja 一 Js 一 Js 一 0， 这 时 有 
 S=—(J,6*+J,0l+ 08) +0,00, 
一 ya) 十 OoasoOiC7i 一 7 H00: CRER I 
~Ji te (9-15) 
在 (9-15 ) 人 情形 下 ， 刚 体 一 般 运动 的 加 速度 能 量 为 


S= Mat + (J OHJ DHO 1) +000 
x (Js= J2)+0:0;0,(Jı— Ja) 
| . L 489 > 


+ó, o,o,(J,—1,) 
一 甘 中 a, 为 刚体 质心 的 加 速度 。 
1. 广义 Nielsen 方 程 
广义 难 标 下 的 广义 Nielsen 方程 为 


Š WW or / 


Òf o 


x 
əT rU PENT. 
F qep x UP 


应 用 方程 (9-17) 时 ， 和 需 计算 了 ， 宁 入。 


| 二 、 范 A 


=Ó, | (o =1, 2, te). 


(9-16) 


— dqe+p _ TAN 
djs dqa À 94... ( °) 


O AH 图 示 四 轮 小 车 的 位 置 由 八 个 参数 确定 : @ 8 B 
WAER x, y: MO, LRT 1 AP, Pa, Ps, P. K 
. 设 轮子 与 道路 间 不 发 生 滑动 ， 试 列 写 运动 的 约束 方程 。 


v 
P ç bi £ 
` ¿X 
`B 
P K 
L _ A 
+< N L 
$ Ly í` 
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™ — — amar = Or 


£ 


们 有 


(8) 轮子 不 发 生 滑动 是 指 欧 子 没有 横向 滑动 ， 并 且 作 

纯 深 动 。 前 轮 无 横向 滑动 ， 即 点 的 速度 沿 前 轴 方 向 的 投 
影 为 零 ， 我 们 有 x, 

—#sin(0+ X)+ #cos(0+Z)= 0 | C1) 

后 轮 无 横向 滑动 ， WA 4 的 玉江 后 办 方 向 的 投影 为 我 


-isinp+gooasg 一 1=0 x (2) 
kiamamanaucusnawanhauaw, RN 
#cosb 十 gsing 一 6 一 r, P, =0 | I | (3) 
轮 2 纯 深 动 的 条 件 为 四 
| ¿cos + ġsing +að=r, P, =0 x . (4) 

轮 3 纯 滚 动 的 条 件 为 “ ú 


#eos(9-+I)-+#9sin(0 + X)—e(6+2)— -rps (s) 
轮 4 纯 滚动 的 条 件 为 E 
- toos(0+x)+sin(o +x) ++K) -rapu =0 (6) 


条 件 (1 )-(6) 即 为 所 求 六 个 非 完 整 约束 方程 .… 
例 9-2 一 球 沿 水 平面 纯 滚动 ， 它 的 质量 按 规律 | 
| m=mo(l~ps) DE G S 
mAh, HP m, B 为 正 的 常数 ，s 为 球 与 平面 接触 点 走 过 
的 弧 长 。 设 球 心 坐标 为 Y，y，z,， 密度 为 试 列 写 球 运动 
时 由 质量 变化 而 引起 的 约束 方程 。 | 
【 解 〗 当 球 沿 水 平面 作 纯 滚 动 时 ， 它 与 平面 相 接 触 的 点 
的 速度 为 零 ， 这 是 一 些 非 完 整 约 束 条 件 。: 这 里 要 求 的 是 由 质 x 
量变 化 而 引起 的 非 元 整 约束 条 件 。 
球 的 质量 为 
. 491 。 


. mas yaa ` (5): 
(1). (2) 解 出 
if, 4 ,8 
ma oh (s) 
我 们 有 E 
(ymanta RIR, 得 x 
se | | (5 


将 (5) 代 入 (4)， 得 


2 16m? P? i.e | À 
ty mg x (6). 
这 就 是 由 质量 变化 引起 的 非 线性 非 完整 约束 条 件 ， 
例 9-3 BEURER EAEN SA iu 尔 例 
的 虚 位 移 方程 。 


(D 阿 沛 尔 例 是 一 rimapayana? 约 
AEN 


Aa i 0 (1) 
实用 切 培 于 天 定义 (9-2) 于 (1)， 得 到 O, 
2404+29y—29340z = E 
或 I x 
sx+ gy— L3262=0 (2) 
这 就 是 所 求 虚 位 移 方程 ， 即 虚 位 移 8z，5y，5z 应 满足 的 Jr 


H. x . | ` | | ° 
| °. 492 ° i | | 


iFi 一 


应 用 生理 立定 义 (9-3) 于 约束 方程 (1)， 得 到 


505 十 有 68 一 上 5462 一 0 (3) 
KARA 4 W E A BB BE EJ 280; op. ER 
是 的 关系 。 ° . 
例 9-4 质量 为 m 的 质点 受 有 刀 度 大 小 为 常 玫 的 非 完整 约 
-Hp tro? tr? p?cos? 8 一 C2 一 coSst ` (1) 
， 在 牛顿 中 心 引力 场 中 运动 的 罗 效 方程 为 = 
mr —mrgt cost 8 +mró, = — M 
十 2 和 7 ° | 
m(r: Š +2rsó)++-mrt gpzsihgcogg }) (2) 
一 20726 


mr pcos?9)=2Ar? gcos20 ` 


ibr, 0, PHRRRER m, M, THRE AWAN 
RADA) (2)3R826398 243 X R TR 
速度 、 时 间 、. 广 义 力 以 及 与 约束 有 关 的 系数 的 函数 。 

[ 解 ] ”为 由 (1)、(2) 求 出 约束 彩 子 ， 可 先 将 (1) 允 时 
闻 求 导数 ， 再 与 (2) 联 合 ， Wr, 6, P. 将 (1 ) 商 器 对 时 
Runas, 得 x | | 

x er +rió G tritri p 9cos20 

+r+ p°cog20—r2 p26cosbsinb=0 (3) 
洼 (2) 解 出 > ， 日 ，9 得 | ` 


r =r 92zcos20 一 r62 一 Miaka ] | 


2+0 (4Y 
r 


p =— tE H2 Påtgo +- 
r | m 


将 (4) 代 入 (3)， 得 到 


+ [r 9: cost — rô? — 一 和 十 J-A mt) tr 


(- -2t 9 ? singcosb 十 2 à ó) 


+r? peoore( ~ Et 9ótgo + 22 °) 


. Á. Epa 
+ri0*+ri P costo —r? @*0cos0sin0=0: 
eTA 


= —" (re ) 
2( 信 2 十 了 202 +r? zcos20) 


考虑 到 约束 方程 (1) MOTS 
A= [e 2 ) (6) 


| 此 乘 子 分 别 与 2*，2r? pcos?0， 2r16 相 乘 便 得 分 别 对 应 
于 广义 坐标 +r 2?，6 的 广义 约束 反 力 。 
例 9-5 汪 由 罗 背 方程 (9-4) 导 出 在 什么 条 件 下 存在 广义 
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人 能量 积分 。 . 
[R] 为 由 方程 (9-4) 导 出 存在 广 LERRA i k= 
我 们 将 (9-4) 改 写成 下 述 形 式 
dal _9L -or Pa 
24, ` = Dea 
(s=1, 2, «e, a) E (1) 


# h L=T+U, Q,=9 一 下 -3 Q+ Q; =Q,, B 


将 9 分 成 两 部 分 ， 一 部 分 是 有 势力 9…，， 一 部 分 是 无 势 的 力 
Q; 
将 (1) 各 式 两 端 同 时 乘 以 4, 章 对 S 求 和 ， 得 到 


2 aa; f -> a 


n A g 
— OP , L 
= y Qå, +y DE (2) 
8=1 s=1p=1 
或 者 写 成 
d ðL 一 了 =L ` ~ 
dt 99. J ot 
9 n 


x PAAPA 292 3) 
因此 ， 如 果 满 足下 列 条 件 ” E 


(O 有 不了 n 


ðL - . | | 
at | | ` (4) . 
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| (2) BIERRA, 即 


Yo: ¿= l | I (5> ` 
(3) 约束 方程 对 于 广义 速度 是 齐 次 的 ， 即 
Pag | (e) 
43t.: t =F, (8) 


其 中 多 齐 次 性 阶 指数 ， 那么 存在 | LEERI 


x. —L=const E (7) 
条 件 (4)，(5)，(6) , 即 为 非 完整 系统 存在 广义 能 量 积 分 (77 
的 条 件 . - 
例 9-6 试用 生 青 居 方 程 (9-7) 建 立 半径 为 6 的 圆 球 沿 水 . 
平面 纯 滚动 问题 的 运动 微分 芒 各 设 力 函数 为 U(x，y)。 
DB) ”首先 列 写 约 东 方程。 取 球 心 华 标 x，y 及 二 个 
KEMP, 0, PHT UE, 则 表示 纯 滚 动 的 非 完整 约束 条 
件 为 | 
u v, =0,40xCP=0 l | () ` 
其 中 C 为 球 心 ， 卫 为 接触 点 ，@ 为 球 的 角速度 。 设 i， j, R2* 
- 固定 轴 向 单位 矢量 , 则 
V= ti +ġj 
| o=( Psingsing +ócos#)i + (— P (ay : 
cosypsing +Ósin#) j +(%+ @cos0)k 
cp= —ak 
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.将 (2) 代 入 (1)， 得 到 


ë+a( Poosp sing —6siny)=0 


(3) 
乡 十 G( P sin sing Gcosy) = 0 
这 是 两 个 线性 非 完整 约 划 方程 。 
x 其 次 ， 列 写 圆 球 的 动能 。 我 们 有 
CEVES x 和 el 
十 多 十 区 prio) (9) 
将 (3) 代 入 (4)， 消 去，y， 得 到 
T= Tmo’ {0*+ preintg+2(P | 
t+¥t29 poos} — (5) 
“最 后 ， 按 牛 青草 方程 (9-7) 进 行 如 下 计算 ， 
| KA — = 2 mat ý + 9cosb 
— pising) 
E a s 9 — P'snaoss 
+? j sino) 
' + £97 + 


L 


d 3? _—9f _ 2 
EPS ap = ma (Psin? 6 十 2 p6singcosg ` 


“` 


十 = 9 十 二 ycos6 一 5 gbsing) 


07 (tas gt -将 ) a 38 -2 


9: dtd 3Y aj Ad 3P 


=mša(— -9sinyeing 一 gcosy) 十 mgo Poos- 
sing ~6sing)=0 


-的 者- 


dt06 30 

=mš(a ócos#--a 9cossgcosb) . 
+mš(a $ siny +a 9singcosb) 

= = ma? osing( 多 十 Pcos0) 


oT aT (s jè 35; 全 d. at) 


32 WA 3P dy diao 39 


=mša( $ sinysing — Gcos y cos 6) 十 mge 


X( 一 gcosgsing 一 bsingcosg) 
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=ma,Óósin0(%-- @cos0) 


qx dy 


o= Q, =, QQ =Q o- 


l 


Tonto O 0 
J 29 


Q .=Q,+Q, 3+Q ,= 


_g9U 


“Jy ayot 
' Q | = Q +Q; Š atto ra 
0p 
_2U 


ETI acosgsing -3U asinpsing I | 


将 上 列 各 式 代入 咎 青 薄 方程 (9-7)， 最 后 得 到 . 


—mat (9 + @cos0— påsing)=0 


T ma? JU 
g” (2 + 2 ġsing)= a (U 


xa g —2U 


了 cosg) 
ma? ( Psin? 9 十 二 p+ cosg (6) ` 


+ PIsing cose -> $6sing) 


一 一 osing( 2 osg 二 3 y sing) | 


ox 


方程 (6) 即 为 所 求 运动 微分 方程 。 

例 9-7 试 由 牛 青 注 方程 (9-7) 导 出 在 什么 条 件 下 有 广义 
MEROPE. 

上 [ 解 ] AEE AREO- DEEN PAER 
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JL ` EPET PAY 
Era EA -hess ) 


yg , 
4 Idara TP Ys | O> 


L= T U, =Q}, 的 )' „=3U dU 


ala 
了 ,= 


Ë Q;=Q; + yo o 


i p=1 


=Q"; 十 9) Q... bless 


“p=1 


工 一 多 十 才 
将 (1 ERARA tsi oil, 得 到 


=i 
gai 


ë g | | 
Jape- Yay Y O 


x oc 


-À Dana D0" 


gw] A= L 


或 者 号 成 


(y TAAS =- Dante 


+ Y Gid. + Xa d TE -tas } | 
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$ WT 
9g e+ es g tte ü Y 
Wa ats foa 


n | 
+q — Ñ ` 
£ A + de | 
x DEA, E A 
于 是 ， Stesa) | ia 
eo 和 | Í 
SL. PPH ISL AF5 St, u 
è F t | 
2) 无 势 
IAPRIRKEHE, 即 | > 
Yo 
` (3) ġ | i 
,+s 相 对 4 是 一 | 
, ç 一 阶 齐 u i 
Saa, . | 次 函数 ， Ë 
Laie Tt 
Ni | 四 
I (2) 成 为 | | i 
d /va 
di (> 好 i-L) = 


x 的 ERR 


7 | 
中 一 六 一 COHSt 


pa-s 已 知 动能 表达 式 为 


T=T ,LY Y 4,444, 


k=im=1 


其 中 
sm— A, = Snare . dro 


dq x dqr 


(6) 


(1) 


(2) 


斌 将 加 速度 能 量 5 用 系数 Arn A SNE qo ZRAK 


 [ 解 ] N r= yar. P 


— ya pi 


13 š ai Saage 


&=1 k=1 


+ Y )) )2 TEDY nm 


T=1 gg=1 =1 


a 


ttep tte . ü. 


其 中 未 写 出 之 项 不 含 qa. 
° 502 。 I 


| x (3) ` 


O BAR 


I! x 
dA — Jri .gr rı . Ir; 
Dm" Eer dq k tag, TA, 


Arr DTi .gr 19r: ri \ 
Dm ETETA Ogr Tg 32957) 


94,, yw, 人 9 r i .9r: ,drs . aire) 


、 Oq; - dq dog, Oq. dr 09r09。 
故 
N NË ; 
027 . dr, =l 24... L 94, 
MET d> 2 (35 qs 
_ 04 = | x; | | 4 
gen ) =(S, k, r) o 


.是 为 第 一 类 克 里 斯 洒 夫 记 号 。 
将 (2)(4) 代 入 (3)， 使 得 


atd dy 


r=1h=1ir=1 
[s, k, ETAN gr 十 … E (5) 


其 中 未 写 出 之 项 不 含 9。。 因 此 只 要 知道 系数 4。* 便 可 按 (5) 
构造 加 速度 能 量 S。 
BD 试用 阿 沛 尔 方程 (9- -10) 解 阿 沛 尔 例 。 

”“[ 解 ] ” 阿 沛 尔 例 是 一 质量 为 m 的 质点 受 有 非 线性 非 完 


£2 + -grt =o = 0 


-在 重力 作 月 下 的 运动 问题 x 
. 503 ° 


加 速度 能 量 为 
S=Lm(x +y?+2 Y x (2) 
将 (1) 两 端 对 时 间 t 求 导数 ， 得 到 
£ x + ç y— #2 一 0 | (3) 
考虑 到 (1 )， 则 (3) 可 写成 x 
= + 


L im === (š xt) E (4) 


将 (4) 代 入 (2) 消 去 2 ， 得 到 
1 ... 2 .. 2 bš : . .. | 
8 = z"| * HYH grygy Ert >) | 


按 阿 沛 尔 方程 (9-10) 作 下 列 计算 。 


8 bi 
oz mx 十 (2 x+y y) 
28 __ 


28. [Y+ .b: O e “ 
| targa E+] 
Q:=Q;=0, Q: =— mg | | 
Q. = Q, +Q, = — mg 
(@⁄20) ` 
Q | =Q, +Q, = — mg = 
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阿 沛 尔 方程 (9-10) 给 出 


. Æ K 
P =0rz, =; 
将 (6) 代 入 (7)， 得 到 `: 
b2 


+G (i x+ y)= 


?+ (x+ j y)= 


例 9-10 | 对 任意 函数 f(g。 ,4 


(9-5)， 今 
& ACPE do, t= f(gs, do, 


我 们 定义 尼尔森 算 子 

ú _9'd ,a 
| N em aidi q; 
及 欧 拉 算 子 


9 _3 . 


d 
asi dt 2 ; dqr 


_ MxAHER NU, 有 


N.(D)=e,(D + ya "s 


试 证 明 关 系 (4)。 
TER l, 有 


LE 


Qaa (gs, dv， 


| ` gç 
N. (J) s dł : TP D9 


(y 


gbt 
E 


gbš | 
-7ft 


(8) 


,， 站， 考虑 到 非 完整 约 东 


站 四 
(1) 


| .. g . | 
oFf Idera ðf of Jure 
+ DA q s+ olo ErP -2 Li 9d ,radgo | 


g f | g ` 
_ of of nl +) If 0d,:， 
0 pn + D diesle 
g 
If NA 94,4 I 
KI? 2 ), 34729; 
按 (3)， 有 
g 
s | (J) r rna T to + D 49470 


b a A EP 


+ naf dads ar Daf a ， 
04+ dt94, 09v = 04... 0q< | 


C6y 
容易 证 明 ， 对 任意 函数 f(gq，， 4,, f): 有 | x 
 N,(f>=e,(/) | (7> | 
实际 上 ， 有 . | | 
x ð df_ af 
N= (LE 
SaF ff_N of a 
KIF ati) EIA DE x 
2: f 2 4 f _Əf_ dəf 
a 00992303 age dato 
par P 
x 506 5 x E x o - | 


~ ` 
' - . - . 
里 一 k: ` N 
: . 
L. - 
` Pi 


因此 有 - E E 
of aaf of ee 
ddes df aå, | Jde | | (8) 
出 45)、《6)， 利 用 (8) ， 得 到 


ro 


x (Bies d TR THN Satas > 


Iå. “diat. dle p d IJe + 


322， D 
rl 9) 


容易 直接 证 明 下 述 关系 


07， d 3g 0C& ET 
tig T $g | 


KG di 0d。 Oqo . 
(10 
E 10) 代 入 (9)， 便 得 | 


Ne) =e) jae 


一 ` 
=. T 


9-1 试 列 写 两 个 轴 相 联结 的 轮子 沿 水 平面 R DA ` 
约束 方程 。 已 知 两 苑 半径 缘 为 尺 ， 连 杆 长 为 26 ， 连 杆 委 直 于 - 
轮 面 。 系 统 运动 时 ， 轮 面 保 持 在 锅 垂 面 内 ， 并 且 每 个 轮子 可 
自由 地 绕 其 轴 转 动 。 设 连 村 中 心 储 标 为 (x%， y, R), 3023 


. 507 ， 


- 面 接触 点 联 线 与 轴 ox 的 夹 角 为 6， 两 轮 自转 角 为 Pi，9，。 
CEN Jax, y, 0, Pi, PH AEIR., 约束 方程 为 
x —¿sinƏ+-#cos0 +aó-É Rp, =0 


— żsing +#cos0 — aó + R@ ,=0 
¿cógs0 +gsing=0 
x 9-2 半 和 经 为 的 匀 质 重 球 在 半径 为 5 的 锅 乔 E 定 圆 柱 的 
粗糙 内 壁 上 滚动 与 转动 ， 试 列 写 运动 的 约束 方程 。 
答 ， 取 球 心 c 的 坐标 7，2z 及 三 个 哆 拉 角 区 ，9, 9 为 广义 
坐标 。 非 完整 约束 条 件 表示 球 与 圆 往 接触 点 P 的 速度 为 零 ， 
BẸ | | 


(b—a)y+a +a Qcos0=0 
zs— asin (#—7) +a? sing cos (#—y)= 0 


$ ses KPED 
- 澡 莉 进度 口 绕 铭 垂 国定 轴 转 动 ， 试 列 写 A 球 运动 的 约 东 方 
+ 508 ` . 


“0 


程 ， 
4: kasqas ha mamas, 0, p 为 广 LER. 的 
东方 程 为 
| t£+a( esing coeg — _bm 内 +gy=o 
ý+ a( psingsiny+6cosy) 一 .X= 0 


9-4 半径 为 r 的 匀 质 圆 盘 C 套 在 水 平 轴 ABE. EDEA 
. ABHI. R AABAA re 16051 E 638: 


' - 板 D 放 在 倾角 为 wa 的 光滑 斜面 上 ,并 与 圆 盘 相 切 ， 设 薄板 与 加 


盘 间 有 足够 的 摩擦 力 使 板 与 盘 之 间 没 有 相对 滑动 (如 图 示 )， 

RA HO DEER xp ， Yn» Jun 5k FRA fa p DL E 

盘 绕 轴 4 的 转角 9 为 广义 坐标 ， 列 写 系 统 运 动 的 约束 方程 。 
答 ， 表示 盘 与 板 间 无 相对 滑动 的 约束 方程 为 。 


Ep +(—s)9+ró=0, got xP v=0 


十 9-4 图 . 
s 9-5 一 质点 在 空间 运动 时 受到 速度 大 小 为 常数 的 非 完 : ， 
O BAR, BASARSE, AUEREA MELE 
x ° 509 - 


óx, ôv, ôz “一 上 的 关系 ， 
| . . Š, $0 二 09 十 52 = =0 
9-6 EA 383E es A ARTUR ENAK 
管 ，Sxp 十 人 s 一 儿 82 十 r80 王 0，59p 十 Xp59 一 0 
9-7 在 查 浦 震 金 -卡拉 提 奥 多 里 问题 中 ， 确 定 系 统 位 置 
的 参数 为 x， s, 0, KRAE C 
| E j= itge E Ea 
! 试用 切 培 取 天 定义 给 出 虐 们 共 òx, By, 80 之 间 的 关系 。 
| S Ë, 8y= 5Sxtgb 
9-8 164258 P 60251 JR 圆 球 沿 粗糙 水 平 面 作 纯 滚 动 g: 
Bi, 应 用 牛 青 拜 定义 给 出 速度 空间 虚 位 移 82. 5 8 
三 9 之 癌 的 关系 。 
8 Possing — “sin )=0 | 


‘89+ R(8 psingysing 十 56cos%) 一 0 
其 中 x， 3 为 球 心 坐标 ， 多 ，9 ，9 为 欧 拉 角 ， 


` 9-9 对 题 9-5， A ER E TE S 
MBRR. | 


+. . . 
` ' Z=, a= b - 


| ` 05 二 90 十 554 一 0 


9—10 ARNEMAN 水 定义 给 出 未 E 

f E SME 062 S. | 

答 ; _— #sin(ó +z) F ötcos(0 +1) = 0 
一 5tsing 十 59cosb 一 189=0 


8zcos0 + 69sing —a86—ri69P ,一 
| tco +ë#sin0+a86Ó—r,8 P 2 一 0 E 
#šcos(08+1X)+&8#sin(0+1X)—c(80+ XY 

- 510 。 | | 


—rid Ps=0 7 
8400(0+ 2) BPN (O+) + e(86+187) 


| rd P=0 
3-11 AMA 全 -卡拉 提 奥 多 时 问题 的 约 束 方程 
' #sin0—#cos0=0 E (a) 
DERBH Es _ 
全 em -Asing _ E x | | 
Š (j+ adog) =—4cosb 


(b) 
(Joma?) 5+maj(toosg 上 gaing)= =0 ,| . 


ACO) (Rumpa ENP ER, XAR R ` 


. RIRE UES ARE RKKA ERA. | 
£, e mf aó 
(Je +mat)cos0 
= 9-12 一 页 量 为 m 的 质点 在 重力 作用 下 活动 wass 
受 有 形 如 
i 


的 非 线性 非 完整 约束 ， AMS N-R ME 
分 方程 ， 并 求 出 不 定 乘 子 2， x 
O B, 罗 效 方程 为 


m x=, my = 248 I . ° 


mz =-mg— 2ra 


b 


“511 < 


。 DERT 


T | 

9-13 REIMAA RAER IET ERE p Hos 
上 运动 ， 它 对 另 一 质点 了 进行 追踪 (如 图 示 )。 NUS BATH: 
规律 x 二 6(t) 沿 水 平 轴 ox 运 动 。 试 用 罗 AEEA A 的 


运动 微 邦 方程 并 求 出 不 定妆 学)。 
答 ， 约束 方程 为 


` 22538 
m X 一 一 和 r=. my 一 ma 


FÈRF a= -ee 3 


4 . i x -1 图 | o = 
3-14 RED UNRRLREAM, 半径 为 的 5) JR EI 
` 512 ， `. ° . F E 


€ 


盘 在 重力 作用 下 沿 粗 烙 水 平面 党 动 问题 的 运动 微分 方程 。 
答 ， 以 圆 盘 中 心 坐标 Y，9 及 网 拉 前 多， ，9 为 广 TA 
标 ， 非 完整 约束 方程 为 
¿+ a( peosyeos0 —6sinysing + Ycosp) =0 
y 十 a( psinpcos0+Ocospsing + Psing)=0 
动能 为 
T= m(#* +4?) +—matótcost 0 +> 


x [462 十 4 sin2g 十 C( #cos0 +Y ) f x 

其 中 .4 为 圆 盘 对 过 中 心 在 其 平面 内 的 轴 的 主 惯 性 定 ，C 为 圆 
盘 对 过 中 心 垂 直 于 其 平面 的 轴 的 亡 惯 性 年， 

9-15 试用 和 牛 青 WJ (9-1) E o- 13 的 不 3 + BJ 
运动 微分 方程 ， 

~ y? gi gy 
# 21+tets: te -6 
9-16 试用 诺 沃 谢 洛 夫 方 程 (9-6) 建 立 题 9-12 的 RER 


于 的 运动 微分 方程 。 
答 ， 设 >0， 有 
z + CERT bz 
atat) av Fg? 


* 


ARGA 2 __ 


a? (23 + g2) a ttp? 


9-17 试 由 上 题 9-11 的 方程 (a)、 (6) 消 去 乘 子 4 而 导出 能 
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E : s. ois š E m pee ETO 
| 18 试 写 出 题 9-12 的 能 量 积分 eE OTOT 
. #, Lm (Ea momi 
9-19 ” 试 由 庶 沃 谢 将 夫 方程 (9-6) 导 出 在 什 么 RTE 
在 广义 能 量 积分 。 
| : 人 参看 例 9-7。 
9—20 RATAOSA RS 0 , 


E: =n +g )++ : mao tp ， 
+9? +27 B'omo F2sing (9 $ $- 9. 


> PPH | | 
9-21 试 写 出 题 9-13 的 加 速度 能 量 S 及 和 EE EALL] = 
RAR. 


pep 


9-22 AEIR RELÉ 运动 微分 方程 、 E 
知 贺 盘 质 量 为 ?zc， 薄板 质量 为 mps 系统 在 重力 作用 下 运动 。 


E: S= (y met]? 十 二 mo( 十 m 
+H mol? ] 9 i 
取 xn，3 为 独立 的 广义 加 速度 ,. 阿 沛 尔 方程 (9-10) 给 出 
* 514 。 


| 2mp» — -mgr Bh Msina 


6mpxpy p+ 3mor(S— yp) 0 一 mo 9 一 0 
9-23 ”试用 阿 浏 尔 方程 解 题 9-1 中 系统 在 重力 作用 下 的 
o JAW). 已 知 匀 质 连 杆 的 质量 为 m， 不 计 轮 子 重量 ; F 面 oxy 
与 水 平成 a 角 ， BAA. Ka 


| .. ° 
管 . Sm(2?+y D+ zma? r 


- 取 3 为 不 独立 广义 加 速度 ， W 


S$mte tsetero EARE] o 
x ty nat 
MWKIRAM 
= Æ — #ócos0 SD E 
| m Í sin? 9° ~ ) 一 mgsinb | ` 
—na = 5 S l | . 


PAA A BAREA ECO- DELE nuna 


分 方程 。 g. 
Z., T mlt tg) 十 二 f mas x 
T= m° 1] Pa _ i 


2sin* 0 2 3 


F= me _. m cn 十 工 oz 0 
六 义 尼尔森 方程 (9-17) 给 出 


515。 


aT o97 ƏT 933 299 _9 g 
gt ET ETEVA "ax 0 22 ú 


T 27 aT [2 ag 37 3 -=g 
O 90 3j \ə5 36 三 3 g ° 
9-25 试用 广义 尼尔森 方程 (9-17) 建 立 题 9-13 的 运动 微 


9-26 ”试用 广义 尼 尔 条 方程 (9-17) 列 写 题 9-12 的 运动 微 


9-27 设 力学 系统 的 位 形 由 x 个 广义 誉 标 g1，g2，… 
dx 来 确定 ， 此 系统 的 运动 受 有 39 个 线性 、 齐 次 、 稳 定 的 非 完 ; 


go= Y Besso do (b=1, 2, ***, 9; 
g =1 


e=n— g) (a) 
3EBHZ3B,. 4s,o 仅 为 gi， Qa, ，…，gu 的 函数 。 设 系 统 有 9 个 
循环 坐标 ge+1， Qer2, "**, dn 并 且 有 力 函 数 U=U (q, 
q2，…，9s)， 则 非 完 整 系统 的 运动 用 查 消 罩 金 方程 


d JT IT 3U 十 q df 四 


dto&。 ga。 dde Z 04,. , Z Oqe 


OBga F 
q_i = () 
dgy ) ; 


(0=1, 2, =, 2) (b) 
试 利用 例 9-10 的 结果 将 方程 (5) 变换 为 尼尔森 方程 
9-28” 试 利用 例 9-10 的 结果 将 牛 青 东 方 程 (9-7) 变 换 为 
广义 尼尔森 方程 49-17)。 


e 516 œ 


参考 文献 


T1] Whittaker, E.T, A treatise ón the analytic— 
al dynamics of particles and rigid bodies , Fourth 
edition, Cambridge, 1952, 

[2] 汪 家 话 , 分 析 动 力学 ， 高 教 出 版 社 ，1958 年 。- 

[3] JIypPpe， A.H, 人 Ha 下 HTIHSeCHK35 Mexanika, ， 
中 M，1961。 x 

Ta] Taurwaxep. p.P, Tekamn no ananmtnaeci 
:0 站 Mexannke, OM, 1960. 

[5] Pars.L.A, Atreatise ， on analytical iynamics? 


- 


London, 1965, _ o 


并 6] *#3636, 应 月 分 煌 动力 学 高 教 出 版 社 ，1981 年 。 


1634848, D.T, ZADNE AERE). ERE 
版 社 ，1982 年 。 


T8] Desloke É. A, classieal mechánics; I. I, 
NewYork, 1982, 了 
[1 Mik, SIAR, MORICPHE UBRAE, 104. 
[10] 丘 镇 ,分 析 为 学 ,上 海 交通 大 学 ，1984 年 。 
In) RAE GEE, 分 六 力学 ， 清 华 大 学 出 版 社 ， 
198546. 
[12] AFFF, DRIF, KALLAN, 
1885 年 。 
[13] KR, 分析 动 力学 ， 北京 大 学 出 版 社 ， 1987 年 。 


. 517 - 


[14] AA, 刘 桂 林 ， 分 析 力学 基础， 西安 交通 大 学 
出 版 社 ，1987 年 。 | . 
[151 清华 大 学 理论 力学 教研 组 ， 理论 力学 ， 高 教 出 版 x 
社 ，1961 年 。 . 

[16] AMH, 理论 力学 教程 ， 高 教 出 版 杜 ，1979 年 。 

、 Dr] 西安 交通 大 学 理论 力学 教研 室 ， 理论 力学 ， 人 民 : 
教育 出 版 社 ，1979 年 。 

[18] AKTIA ANEMBE, mis, 人 
民 教 育 出 版 社 ，1981 年 . 

[191 RRE., 局 起 剑 、 BEE, 理论 力学 ， 北京 大 学 : 

出 版 社 ，1982 年 。 

[20] BO. 非 完整 系统 力学 学 基础 北京 工业 学 院 由 
版 社 ，1985 年 。 
= [211 IIATHAMKHN. E. c, 分 析 力 学 习 E RONE. 

福 、 王 忠 礼 译 ) ， 华 东 工 程 学 院 ，1982 年 。 
[22] Byxrompu. H.H., ， Bopo8gKoas， W. M, My 
HaK0B. A.II., C6opHuK sanau no reoperuqecKom 
MeXaHNK6. M. JI.T'ocrexusnaT, 1949, o 
| [23] Memepcknä. H.B., CÓOpHHK sakgaq mo 
Teoperuuecron | MexannkKe, 34-e "s4.M, Hayka, ` 
a 1975% ` 
x [24] ma, 详解 力学 演习 ， “197! 年 ， 

[25] C6opuuK 3 8 芭 3 了 RH 次 rra KyDCOBHx pa6orT- 

HO TeOpeTuueckOn Mexannke, Aönonckoro. A. A, 
MocKBa，BEcIIag nkona, 1978. | . 

[26] 上 海 市 业余 工业 大 学 力学 教研 室 ， 理论 力学 习题 - 

tR, 1 9804F, 


. 5168 ° 


[27] 别 列 章 硅 .0.A 等 ， 理 论 力学 习题 集 (北京 航空 学 
~ 院 一 论 力学 教研 室 译 )， 1982 年 。 
| [8] BXA, Meh FEN H, 本 本 科学 技术 出 版 
žE, 1986% 


. 519 - 


Information] 


AIRES A PQ EIO B S SDEDQ 


ë= 


z#Ge neral 


缂 区 


r= 
=] 
三 三 | 


y pd PEA PS 18l) 


JD 7) 


13- 062-5 
y Kismi 


NN 
~s E 
1E 


SEATS HTE 


ISLE 
S S #D41 0 0 


ARE 3 


dxNumber=000001093508 


dv=E60DB33007F55FD02128980F70F91A70 


1 
0 
A353626EBB6EBD8B17/8#ctop 


lI <. < 
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